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Dowiesz sie, jak wykorzysta¢ Dzieki wykorzystaniu
mozliwosci GeoGebry GeoGebry na zajeciach

w nauczaniu matematyki. efektywniej wykorzystasz czas na
lekcjach i dowiesz sig,

jak przekazac wiecej

informacji swoim uczniom.

W publikac;ji
znajdziesz 13
scenariuszy zaje¢,

wsrod nich m.in.:

* pojecia matematyczne w GeoGebrze -
geometria analityczna

* optymalizacje i przewidywanie
poprawnego wyniku

* rozwigzania matur przy pomocy
GeoGebry

* wprowadzanie nowych pojec
matematycznych na zajeciach

* trygonometria - wprowadzanie
funkcji trygonometrycznej

e rownania i nieréwnosci
z wartoscig bezwzgledna

* wzajemne potozenie okregow
* funkcja liniowa

* dtugos¢ odcinka

N

Otrzymasz wskazowki,

jak zainteresowac uczniéw

matematyka, dzieki czemu

podniesiesz ich aktywnos¢
na zajeciach.
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OD REDAKCJI

Drodzy Czytelnicy,

naszym, jakze zmiennym, Swiecie zalewa nas fala licznych czasopism i ksia-
zek. Czasopisma, jedne szare drukowane na kiepskim papierze, inne kolorowe
z blyszczacymi kartkami, trwajq dhugie lata z nami lub znikaja jak efemerydy.
Patrze wilasnie na rozktadéwke najnowszego numeru ,,Matematyki dla Nau-
czycieli” i por6wnuje ja z pierwszym numerem tego czasopisma wydanego
we wrze$niu 1948 roku. Tak, doktadnie siedemdziesiat lat mineto od pierwszej ,,Matematyki”. Mato
kto wie, Ze jest to najdtuzej wydawane czasopismo matematyczne w Polsce. Juz 70 lat. Na szarych
kartkach tego pierwszego numeru mamy teksty takich staw polskich, jak: Stanistaw Golab, Stefan
Banach, Hugo Steinhaus, Stanistaw Kartasinski, Bolestaw Iwaszkiewicz i paru innych. W komi-
tecie redakcyjnym tego numeru i wielu dalszych znajdziemy réwniez stawy polskiej matematyki
z tego okresu. Pierwszym redaktorem czasopisma by} Bolestaw Iwaszkiewicz — autor wspaniatych
podrecznikéw geometrii elementarnej. To wtasnie na tych podrecznikach wiele pokolen Polakéw
poznawalo tajniki geometrii, w tym réwniez nizej podpisany. Podreczniki Iwaszkiewicza, szare,
ale za to bardzo przejrzyste, w pdzniejszych latach zostaty zastapione bardziej ,,wystrzalowymi”,
kolorowymi i nie zawsze trafionymi dzielami. Tymczasem ,,Matematyka dla Nauczycieli” trwata
ze zmiennym szczeSciem az do naszych czaséw.

Popatrzmy jeszcze raz na pierwszy numer naszego czasopisma i zobaczmy, o czym pisali
wtedy jego autorzy. W rubryce redakcyjnej znajdziemy bardzo istotng deklaracje ,,Czasopismo,
ktérego pierwszy numer oddajemy w rece Czytelnikdw, zamierza miedzy innymi stuzy¢ popu-
laryzacji matematyki”. Przez kolejne siedemdziesiat lat ten cel sie nie zmienit. ,,Matematyka
dla Nauczycieli” zajmowala si¢ réwniez wieloma innymi sprawami. Juz na pierwszej stronie
pierwszego numeru znajdujemy tekst poswiecony dyskusji liczby lat trwania nauki w szkole,
wtedy podstawowej i $redniej. Juz wtedy rozwazano systemy 8+4 oraz 7+4. Dzial dydaktyczny
czasopisma by} zawsze, nie tylko w pierwszym numerze, bardzo obszerny. Mamy tu réwniez cos,
co umkneto uwadze pdzniejszych ekip redakcyjnych, w tym réwniez obecnej. Sa to dwa boga-
te dziaty Kronika oraz Bibliografia. A w kronice pierwszego numeru informacja o jubileuszu
Profesora Wactawa Sierpiniskiego oraz informacja o VI Zjezdzie Matematycznym. Znajdziemy
tu réwniez informacje o wyktadach z matematyki dla mtodziezy szkolnej w Leningradzie. To nie
pomytka piszacego te stowa. Powojenny $wiat matematyczny w Polsce miat do$¢ $ciste zwiazki
z naszymi sasiadami, réwniez na wschodzie.

Zadania matematyczne wszelkiego rodzaju byly zawsze gléwnym elementem ,Matematyki”.
Znajdujemy je w réznych postaciach — zadania z olimpiad zaréwno polskich, jak i zagranicznych,
zadania od czytelnikéw oraz zadania w rubryce Sluzymy dobra rada.

Przyznam, zawsze podziwiam szate graficzna tych najstarszych numeréw ,,Matematyki”. Papier
byl wprawdzie kiepskiej jakosci, ale sktad czasopisma byt wrecz idealny. Rysunki i wykresy byty
zrobione z taka perfekcja, jakq trudno znalez¢ w czasach komputerdw i programéw geometrycz-
nych czy graficznych. Wydaje sie, ze w tamtych czasach graficy nie mieli probleméw ze sktadem
tekstéw naszpikowanych wzorami i wykresami. Pamietajmy, w tamtych czasach nie bylo jeszcze
LaTeXa, ktéry pojawil sie wiele lat p6Zniej, bo dopiero w roku 1978. Nie bylo réwniez komputeréw.

Koriczac ten wstep, chciatbym zacheci¢ Czytelnikéw do kolekcjonowania i czytania dawnych
numeréw ,,Matematyki dla Nauczycieli”. Znajdziecie tam wiele interesujacych i niezmiernie
pomocnych informacji. Jest to jeden z najwiekszych skarbéw polskiego $wiata matematycznego.
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SPIS TRESCI

W TYM NUMERZE

B Matematyka dawniej i dzis
4 Wielokaty foremne i gereh (cz. 2)
43 Wplyw odzyskania niepodlegtosci przez Polske na nauczanie
matematyki w szkotach srednich

B Testy i sprawdziany
11 Zadania dla klas 4 —6 szkét podstawowych
13 Zadania dla starszych klas szkdt podstawowych i gimnazjow
15 Zadania dla mtodszych klas liceow
17 Zadania dla starszych klas liceow

B Kolo matematyczne
19 Rozwijanie uczniowskich predyspozycji matematycznych
w kontekscie zadan tekstowych
24 Magiczne liczby zespolone
29 Matematyka w biegu — list z wakacji
31 Zarys programu nauczania trygonometrii w USA
34 Tréjkat prostokatny — katy

B Nowe technologie w matematyce
37 Matematyka z GeoGebrq. Punkty szczegdlne trojkata
39 Konstrukcje geometryczne a GeoGebra

B Rusz glowa
49 Matematyka ze Swiatyni (cz. 2)

B Matematyka inaczej

52 Bryly archimedesowe nieco inaczej
55 Maly Sciety dwunastoscian gwiazdzisty

Jesli majag Panstwo jakiekolwiek sugestie odnosnie do naszego czasopisma -

prosimy pisac¢ na adres e-mailowy: matematyka@forum-media.pl
Zapraszamy takze na nasz Facebook: https://www.facebook.com/czasopismomatematyka/
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WIELOKATY FOREMNE
| GEREH (CZ. 2)

W poprzedniej czesci tego szkicu pokazalismy, w jaki sposdb, wypetniajgc
wielokaty foremne - trojkat, kwadrat, szesciokat i dwunastokat - réznego
rodzaju wzorami, mozemy skonstruowac gereh. Omowilismy dwie grupy
takich wzorow. NazwalisSmy je umownie geometriami wzoru typu A i B.
Wypetnienia w typie A byty zalezne od linii tgczacych srodki bokdw trdjkata.
Natomiast typ B otrzymalismy, taczac liniami prostymi srodki sgsiednich
bokdw kwadratu. W tej czesci szkicu kontynuujemy nasze eksploracje.
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GEOMETRIA WZORU TYPU C

Biorac szesciokat foremny jako figure wyjSciowa do tworzenia
gerehu, przechodzimy do nieco innego $wiata. Oto, co tym razem
mozemy otrzymac.

GEOMETRIATYPU C

taczac $rodki sasiednich

bokéw szesciokata foremnego,
otrzymamy Kolejny, nieco
mniejszy szesciokat.

Ten wzor zostawia wiele pustego
miejsca w szesciokacie,

w ktdre mozna wstawic
dodatkowe dekoracje. W dolnej
czesci ryciny pokazatem
wypetnienie szesciokata,
zaczerpnigte z mauzoleum Amir
Sungur Sa'di z Kairu. Konstrukcje
obu rozet w dwunastokatach
zostaty oméwione w szkicu 7
(,Matematyka” nr 1/2018).

MATEMATYKA | WRZESIEN/PAZDZIERNIK 2018



PROJEKT 3.6 - GEREH Z MECZETU
AL RIFA’l Z KAIRU

W tym projekcie zabawimy sie w detektywéw. Naszym
zadaniem bedzie odtworzenie gerehu, majac tylko jego
fragment.

FRAGMENT WZORU Z DRZWI MECZETU AL RIFA’l Z KAIRU

Pokazany tu fragment drzwi moze postuzy¢ nam do wykonania
gerehu, identycznego lub podobnego do pokazanego motywu.
Zauwazmy, ze mamy tu rozete dwunastoramienng oraz dwa
szesciokaty foremne. Obie te figury sg identyczne z tymi,

ktdre pokazaliSmy w geometrii typu C. Poniewaz mamy tylko
niewielki fragment wzoru, nigdy nie bedziemy mie¢ pewnosci,
ze nasza konstrukcja jest identyczna z tg na drzwiach,

ale probowac warto.

ANALIZA WZORU Z DRZWI MECGZETU AL RIFA’l Z KAIRU

Na rycinie mamy pokazany jeszcze raz wzor z drzwi

oraz dorysowang na nim teselacje, a wtasciwie jej fragment.

Tu mozemy sig domysli¢, ze mamy dwa dwunastokaty

0 wspdlnym boku oraz dwa tréjkaty przylegte do dwunastokgtow.
Pomigdzy trojkatami widoczny jest fragment figury,

ktdra moze by¢ kwadratem. Prawa strona teselacji

jest prawdopodobnie symetryczna z lewa strong.

WWW.CZASOPISMOMATEMATYKA.PL
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TESELACJA

Tu pokazana jest mozliwie najprostsza teselacja,
odpowiadajgca pokazanemu wczesniej fragmentowi drzwi.

Nie wykluczam, ze Czytelnik znajdzie kilka innych teselacji
zawierajgcych pokazany tu fragment w czarnym kwadracie.
Niemniej dla naszych potrzeb pokazana tu teselacja jest

w pefni wystarczajgca. Wypetniamy wzorem ¢wiartki obu
dwunastokatdw, oba tréjkaty oraz ¢wiartki kwadratow.

Do wypetnienia wielokatow wykorzystujemy wzory pokazane
na rycinie z geometrig typu C. Jak pamigtamy, mozna to zrobi¢
na dwa sposoby. My wybieramy rozete pokazang z prawej
strony oraz proste wypetnienia kwadratu i tréjkata. To wystarczy
do tego, aby odtworzyé wzér podobny do tego na drzwiach.

REKONSTRUKCJA WZORU Z DRZWI MECZETU AL RIFA’l
Z KAIRU

Pokazany tu gereh powstat z czterech kopii teselacji wypetnionej
wzorem. Zauwazmy, Ze uzyliSmy tu doktadnie takiego samego
wypetnienia wzorem jak na fotografii. Mozemy jednak pokusi¢ sie
i wypetni¢ te samg teselacje zupetnie innymi wypetnieniami,
spetniajgcymi warunki geometrii typu C. 0 tym jednak za chwilg.
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Pokazany przed chwila wzér jest arcydzielem egipskiej
sztuki snycerskiej. Jednakze jego bardziej kompletng
strukture mozemy zobaczy¢, pokrywajac nim wiekszy
fragment plaszczyzny.

TESELACJA DO PROJEKTU 3.7

Tym razem nasza teselacja jest nieco bardziej ztozona niz ta

z poprzedniego projektu. Mamy tu dwie rozety, trzy kwadraty

oraz osiem trojkgtow. To wystarcza do tego, aby stworzy¢ stosunkowo
ztozony gereh, niewymagajacy jednak zbyt wiele pracy.

WZOR Z DRZWI MECZETU AL. RIFA’l Z KAIRU

Tym razem mamy pokazany gereh pokrywajacy wigkszy
fragment ptaszczyzny. Tu widag, jaki wptyw na wzor
majg symetrie poszczegdlnych wielokgtow foremnych.
Szczegolnie ciekawie wygladajg fragmenty zbudowane
w dwunastokacie i w otoczeniu kwadratu.

WZOR Z WYKORZYSTANIEM GEOMETRII TYPU C

Do gerehu z drzwi w meczecie Al Rifa’i wrocimy za Na rycinie pokazany jest jeden z wielu mozliwych wynikéw tego projektu.
chwilg, kiedy zbudujemy go, korzystajac z innej inter- Tu uzyli$my 16 kopii naszego szablonu. Mozna wzia¢ ich wiecej

pretacji rozety. Zanim przejdziemy do kolejnych przy- lub mniej. To zalezy tylko od tego ile mamy czasu na ten projekt.
kladéw, przypomnijmy jeszcze pochodzenie nazwy Mozemy uzy¢ réwniez drugiego typu rozety z geometrii typu C.

meczetu, z ktérego pochodzi ten gereh. Te eksperymenty pozostawiam Czytelnikom.

Al-Rifa’i (1118-1181/2) urodzit sie w Iraku. Jego pel-
ne imie jest rownie malownicze jak okres, w ktérym
przyszto mu zy¢: Ahmad ibn "Ali ar-Rifa’i (izps o eJs
Iuyle o), czyli Ahmad syn Alego ar Rifa’i. Al-Rifa’i jest
znany jako tworca zakonu Rifa'i Sufi. Jego gréb i sank-
tuarium znajduja sie w poblizu Tal Afar w pénocnym
Iraku. Powszechnie uwaza sie go za jednego ze Swietych
islamu. Stad nazwa meczetu w Kairze.

PROJEKT 3.7

Jak juz zauwazyliSmy, kazda teselacja wielokatami fo-
remnymi moze poshizy¢ do stworzenia gerehu z uzy-
ciem dotychczas poznanych elementéw. Pewne z tych
teselacji sa na tyle proste, ze utworzenie gerehu wymaga
niewiele pracy, inne za$ beda wymagaty znacznie wie-

cej czasu zardwno na skonstruowanie teselacji, jak i na GWIAZDA Z MAUZOLEUM AMIR SUNGUR SA’DI
wypetnienie jej wzorem. W naszym przypadku chcemy Ta gwiazda zbudowana jest na siatce tréjkgtow réwnobocznych.
pokazac, jak wyglada duza rozeta w otoczeniu mniej- Zauwazmy, 7e siatka ta moze by¢ wykorzystana do wykonania
szych element6w. kilku innych deseni wypetniajgcych szesciokat foremny.

E MATEMATYKA | WRZESIEN/PAZDZIERNIK 2018
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Tak skonstruowana gwiazda jest szczeg6lnie przydatna do budowy ornament6w teselacji sktadajacej sie wytacznie z sze$ciokatow
foremnych. Aczkolwiek mozemy skonstruowac rozete wykorzystujaca ten sam motyw. Jej konstrukcja jest pokazana na kolejnej rycinie.
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Tak utworzona rozeta prawdopodobnie nigdy nie zostata uzyta,
ale nic nie stoi na przeszkodzie, aby ja wykorzystaé. W ten
spos6b otrzymany nowa wersje gerehu z meczetu Al-Rifa’i
oraz wielu innych.
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PROJEKT 3.8

Wykonaj gereh wykorzystujacy pokazana tu teselacje i gwiazde
z mauzoleum Amir Sungur Sa’di.
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SCHEMAT KONSTRUKCJI ROZETY MtOTKOWEJ

Na rycinie mamy pokazany dwunastokat foremny i motyw wpisany
w jeden z tréjkatoéw, na ktdre podzielilismy dwunastokat.

Dwie ciggte czarne linie oraz okrag wyznaczaja ksztatt ptatka
rozety. Zauwazmy, ze czarne ciggte linie przechodzg odpowiednio
przez dwa wierzchotki i $rodki dwdch bokéw dwunastokata.
Ptatek rozety ma szeroko$¢ rowng dwoém odlegtosciom pomiedzy
czarnymi ciggtymi liniami. Linie przerywane przechodzace

przez czerwony duzy punkt moga przecinac sig pod dowolnym
katem. Tu 60 stopni. Linie przerywane stuzg tylko jako siatka

W Maghrebie istnieje pewien szczeg6lny typ rozety, ktéra moze
by¢ bardzo prosto skonstruowana na dwunastokacie foremnym.
Desen tej rozety bedziemy okresla¢ jako ,,mtotkowy”, jako

ze jego elementy sa nieco podobne do miotkéw. Rozety tego do narysowania ptatka rozety. Powtarzajac ten motyw
typu pojawiaja si¢ czasami w roznych mozaikach na scianach w pozostatych czesciach dwunastokata, otrzymamy rozete
budowli. mtotkowa.

WWW.CZASOPISMOMATEMATYKA.PL
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ROZETA MEOTKOWA

Ten rodzaj rozety wystepuje gtdwnie w Maroku,

a w roznych albumach mozna znalez¢ kilka jej wariantow.
Jeden z nich zobaczymy na oktadce ksigzki, ktdrej
autorem jest Bourgoin. Ciekawostk3 jest, ze w samej
ksigzce tej rozety nie znajdziemy. Przypuszczalnie
wydawca zdecydowat o uzyciu tej rozety,

aby uatrakcyjnic jej szate graficzna.

Podobng rozete pokazuje Prisse d’Avennes w swojej
ksigzce na stronie 109. U niego jednak krawedzie
ptatkow rozety nie sg rownolegte.

Rozeta miotkowa jest popularnym elementem wzoréw
geometrycznych zaréwno w Maroku, jak i Andaluzji,
czyli potudniowej Hiszpanii. Tam najczesciej wystepuje
w postaci ceramicznej mozaiki, tzw. zillij lub zellige.
Technike wykonania takiej mozaiki pokazujemy na
kolejnej rycinie.

TECHNIKA ZELLIGE

Na zdjeciu mamy pokazang pracownie zellige

w miejscowosci Fez w Maroku. Artysci wycinajg
poszczegolne elementy mozaiki z ceramicznych ptytek
uprzednio pokrytych glazura i wypalonych. Nastepnie

takie elementy sg uktadane na ptaskiej powierzchni strong
glazurowang na dot i cato$¢ jest zalewana masg cementowg.
Po wyschnigciu masy otrzymujemy panele gotowe

do przymocowania do $ciany. Takie panele widoczne

sg za plecami rzemiesInikéw na fotografii. Zauwazmy,

jak prymitywne narzedzia sg wykorzystywane w tej pracy.
Fot. Jadcooper — Own work, CC BY-SA 4.0, https://commons.
wikimedia.org/w/index.php?curid=53998472

ROZETA MtOTKOWA WYKONANA
W DREWNIE

Tu mamy rozete mtotkowa ze starych
drzwi z obszaru Maroka.

MATEMATYKA | WRZESIEN/PAZDZIERNIK 2018
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SZABLON WZORU Z AL-RIFA’l Z ROZETA MELOTKOWA

Na rycinie mamy doktadnie t¢ sama teselacje co w projekcie 3.6,
ale tym razem dwunastokaty zostaty wypetnione rozetg
miotkowa. Desenie w tréjkatach i kwadratach pozostaty
dokfadnie te same co poprzednio. Kolorowy fragment jest tym,
co tworzy szablon wzoru. Tylko tyle potrzeba, aby powstat jeden
z bardziej interesujgcych wzoréw, tgczgcy motywy geometryczne
z Egiptu i Maghrebu. Na kolejnej rycinie pokazujemy wariant
wzoru z meczetu Al-Rifa’i wykorzystujgcy rozete mtotkowa.

Ten gereh powstat z wykorzystaniem 4 x 4 kopii szablonu.

PROJEKT 3.9

Powtdrz projekt 3.7, wykorzystujac tym razem rozete
miotkowa.

Wypehienie tréjkata i kwadratu w geometrii wzoru
typu C jest troche mato interesujace. Mozemy wypetni¢
je inaczej, zachowujac katy wzoru na brzegach wielo-
katéw. Najprosciej jest rozpoczac od tréjkata. Wiemy,
ze w przypadku tego typu desenn w tréjkacie tworzy
sze$ciokat foremny, tak jak to pokazujemy na kolejnej
rycinie z lewej strony. Dzielac kazdy z katow tréjkata

WWW.CZASOPISMOMATEMATYKA.PL
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na 4 réwne czesci i dalej taczac odpowiednie punkty, otrzymamy desen
pokazany na prawej czesci ryciny. Takie rozwiazanie pokazuje Bourgoin
(1973) na planszy 96. Jest to wzér pochodzacy z domu Kritiya w Kairze.
Obecnie jest tam muzeum Gayer-Andersona. Ten pomyst wystarcza
nam do tego, aby skonstruowa¢ desenn w pozostatych wielokatach
foremnych uzywanych w tym szkicu.

DESENIE W SZESCIOKACIE | KWADRACIE

Konstrukcja tych deseni jest dos¢ prosta. Szesciokat foremny sktada sie

z 6 trojkatéw rownobocznych. Wystarczy zatem wypetni¢ deseniem kazdy z nich.
Konstrukcja desenia wewngtrz kwadratu opiera sie doktadnie na tym samym
pomysle jak w przypadku tréjkata.

Skoro juz poprawiliSmy tyle, to mozemy pokusic sie jeszcze o zrobienie
rozety pasujacej do wzoru na tréjkacie i kwadracie.

DESEN W DWUNASTOKACIE

Dzielimy dwunastokat na tréjkaty, a nastepnie w jeden z nich wstawiamy

desen z tréjkata réwnoramiennego (zacieniony obszar). Nastepnie przedtuzamy
pewne jego boki tak, jak to pokazano na rysunku. W celu otrzymania kompletnej

rozety wystarczy skopiowa¢ wzdr z diugiego trojkata na pozostate.
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To, co otrzymali$my do tej pory, ma dla nas bardzo ciekawe konse-
kwencje. Mozemy skonstruowac setki wzoréw o bardzo interesu-
jacej i trudnej do odkrycia strukturze. Dodajac do tych elementéw
kolor, nawet najbardziej podstawowy, np. odcienie szaro$ci, two-
rzymy co$, co jest atrakcyjna forma wzoru. Oto jeden z wzoréw
mozliwych do wykorzystania z elementami stworzonymi na tej
i poprzedniej stronie.
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Rodzaje rozet spetniajacych wymogi geometrii typu C sa niezliczo-
ne. Mamy tu ogromne bogactwo motywow i zastosowar.

Na kolejnej rycinie pokazuje rozety, ktére oméwilisSmy w tej cze-
$ci szkicu. Przestrzen pomiedzy rozetami wypehilimy motywami
z domu Kritiya w Kairze. Przypuszczam, ze Czytelnik z fatwoscia
odtworzy teselacje tego wzoru i wskaze te elementy gerehu, ktére
pochodza z domu Kritiya.

Zauwazmy, Ze 0 konstrukcji dwoch rozet widniejacych narysun-
ku nie powiedzieliSmy ani stowa. Proponuje, aby Czytelnik wskazat
te rozety na rysunku i odtworzyl ich konstrukcje samodzielnie.
Bedzie to z pewnoscia interesujace zajecie.
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W tym szkicu, tej i poprzedniej czeSci, oméwilismy dotychczas
zaledwie trzy typy geometrii wzoréw wypelniajacych teselacje
z wielokatami foremnymi — dwunastokatem, sze$ciokatem, kwa-
dratem i trjkatem — oraz kilka wariantéw tych wypehien.

i
M
m. DEF = 90"
2 BAC = 80° a meGHI= 120°
A g E
/
c F

Zasadniczo poszczeg6lne typy rézniq sie tylko tym, w jaki
sposdb linie wzoru wchodza do wielokata. Mielismy kolejno:
30 stopni pomiedzy liniami (typ A), 90 stopni (typ B) oraz
120 stopni (typ C). Zauwazmy, zZe nie operowaliSmy bez-
posrednio katami. Nasze katy zalezaly od figury, ktéra jako
pierwszg uzyliSmy do wypehiania wzorem. Pokazalismy to
na kolejnej rycinie. To, oczywiscie, nie koniec tej historii. Do-
tychczas nie powiedzieliSmy nic o tym, co sie stanie, gdy nasz
kat bedzie inny. Rycina koficzaca ten tekst pokazuje, Ze co naj-
mniej dwie mozliwosci powinni$my jeszcze wzia¢ pod uwage.
Sa to kat 150 stopni oraz kat 30 stopni, niemajacy odpowiednika
w zadnym z wielokatéw foremnych.

mZABC = 30°
m«£DBK = 60°
mZEBF =90°

mZGBH =120°
mZ£IBJ = 150°

W kolejnych czesciach tego szkicu pokazemy dalsze mozliwo-
$ci wypelnienia wielokatéw foremnych deseniem spetniajacym
reguly gerehu.
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Matematyk, geometra z wyksztatcenia, autor poszukujacy
zwigzkéw geometrii ze sztuka i architektura.
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ZADANIA DLA KLAS 4-6

SZKOL
PODSTAWOWYCH

W dacie 11.11.2018 numer dnia
i miesigca jest rowny sumie cyfr numeru
roku. Kiedy ostatni raz (przed ta datq)
byla data o tej whasnosci?

Podac¢ ostatni rok (przed
rokiem 2018), w ktérym nie istniala data
o wlasnosci z poprzedniego zadania.

W dacie 11.11.2018 w numerze
dnia, miesiaca i roku iloczyn pierwszej

i ostatniej cyfry jest kwadratem kwadratu
liczby naturalnej dodatniej. Kiedy

ostatni raz (przed tq datq) byta data o tej
wiasnosci z dwucyfrowymi numerami
dnia i miesigca?

W dacie 11.11.2018 suma
cyfr numeru dnia, miesigca i roku

jest liczba pierwsza. Kiedy ostatni raz
(przed ta datq) byta data o tej wlasnosci
z dwucyfrowymi numerami dnia

i miesigca?

W dacie 11.11.2018 suma
dzielnikéw pierwszych numeru roku ma
koncéwke dwucyfrowa réwng numerowi
dnia i miesigca. Kiedy ostatni raz

(przed ta datq) byta data o tej wlasnosci
z dwucyfrowymi numerami dnia

i miesigca?

W dacie 11.11.2018 suma

cyfr numeru dnia i miesiaca jest réwna
dwukrotnosci trzeciej cyfry numeru
roku oraz ostatnia cyfra numeru roku jest
szeScianem sumy cyfr numeru miesigca.

WWW.CZASOPISMOMATEMATYKA.PL

Zadania sprawdzajg nastepujgce umiejetnosci:
analizy i interpretacji problemu, rozumowania

i argumentacii, syntezy faktdw i myslenia
pamigciowego oraz umiejetnosci heurystyczne.

Kiedy ostatni raz (przed ta data) byla data
o tej wlasnosci z dwucyfrowymi numerami
dnia i miesigca?

W dacie 11.11.2018 suma

cyfr numeru dnia i miesiaca jest

réwna pierwszej cyfrze numeru roku

i dwukrotnosci trzeciej cyfry numeru

roku oraz ostatnia cyfra numeru roku jest
szeScianem sumy cyfr numeru miesigca.
Kiedy ostatni raz (przed ta datq) byla data
o tej wlasnosci z dwucyfrowymi numerami
dnia i miesiaca?

W roku 1918 iloczyn dwadch
pierwszych cyfr jest rdwny sumie dwéch
ostatnich cyfr. Poda¢ ostatni rok (przed
rokiem 1918) o tej wlasno$ci, w numerze
ktérego nie wystepowata cyfra 0.

Liczba palindromiczng
nazywamy liczbe, ktdéra — czytana od tylu

— daje te samaq liczbe co czytana od przodu.
Podac¢ ostatni rok (przed rokiem 2018)
o numerze bedacym liczba palindromiczna.

rENIER() Podac ostatni rok (przed
rokiem 1918) o numerze bedacym liczbg
palindromiczna.

rENIEREN Podac ostatni rok (przed rokiem
2018) o numerze bedacym kwadratem
liczby naturalne;j.

rlENERPY Podac ostatni rok (przed rokiem
1918) o numerze bedacym kwadratem
liczby naturalne;j.
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reENICRE] Podac ostatni rok (przed r£LENERY] Przedstawic liczbe 2018
rokiem 2018) o numerze bedacym w postaci sumy dwoch (niekoniecznie
. szeScianem liczby naturalnej. réznych) liczb palindromicznych.
reLENIEREY Podac ostatni rok (przed r£LENIERE] Przedstawic liczbe 1918
rokiem 1918) o numerze bedacym w postaci sumy dwoch (niekoniecznie
szeScianem liczby naturalnej. roznych) liczb palindromicznych.
relENIERE] Przedstawic liczbe 2018 r£LENIEREN Podac ostatni rok (przed
w postaci sumy trzech liczb, ktére przy rokiem 2018), ktérego numer mozna

dzieleniu przez 3 dajg parami rozne reszty. utozy¢ z cyfr: 0, 1, 2, 8.

Przedstawic¢ liczbe 1918 relieN e Podac ostatni rok (przed
w postaci sumy trzech liczb, ktére przy rokiem 1918), ktérego numer mozna
dzieleniu przez 3 daja parami rozne reszty. ulozy¢ z cyfr: 1, 1, 8, 9.

Zadanie 12 uksZich

> ROZWIAZANIA
10.10.2017.

yaLENPY 1999.

28.11.2008.

yeLWENICRR] 1728.
oW ICREY 1728.

reLENENE] Przedstawienie takie jest

30.12.2014. niemozliwe. Suma trzech liczb dajacych
rozne reszty przy dzieleniu przez 3
relENERY 12.12.2016. jest liczba podzielna przez 3,
natomiast 2018 nie jest liczba
relENIEN 11.11.1918. podzielng przez 3.
Zadanie 16
; Nie byto w naszej erze takiej daty. Przedstawienie takie jest niemozliwe.
(=]
E Zadanie 8 k74N relENIEREY 2018 = 797 + 1221.
&
=] 2002. 2N IR 1918 = 959 + 959,
o
< 1881. Zadanie 19 JRERIN
ad
o
~ Zadanie 11 JEEKIH Zadanie 20 [EEEIR
1)

Michat Kremzer
Autor zadan i artykutdéw.
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ZADANIA DLA STARSZYCH
KLAS SZKOtL PODSTAWOWYCH
| GIMNAZJOW

Zadania sprawdzaja nastepujace umiejetnosci: analizy

i interpretaciji problemu, rozumowania i argumentacji, syntezy

faktow i myslenia pamigciowego oraz umiejetnosci heurystyczne.

Kiedy iloczyn trzech liczb
naturalnych daje przy dzieleniu przez 4
reszte 1?

Rozwiaza¢ w liczbach
dodatnich a, b, ¢, d uktad réwnan:
atb=2c

(c—a)(c—-b)=d

Wszystkie katy trapezu T
sg rowne katom trapezu W. Dtugosci

podstaw trapezu T wynosza 7 i 9.
Wysokos¢ tego trapezu wynosi 1.
Dhlugosc¢ dtuzszej podstawy trapezu W
jest rowna 12, wysokos¢ trapezu W
wynosi 2. Obliczy¢ pole trapezu W.

Podstawa ostrostupa jest
kwadrat. Rozstrzygnac, czy zawsze
prawdziwa bedzie nier6wnos¢ Sa > 6V,
gdzie a, S, V oznaczaja odpowiednio
dtugos¢ krawedzi podstawy, pole
powierzchni bocznej i objetos¢ ostrostupa.

Liczby naturalne a i b sa wszystkie liczby n o tej wlasnosci. ;
wieksze od miliona. Wszystkie cyfry o
tych liczb (oprdcz pierwszych i ostatnich) reLENEREN Jas ma m lat i n miesiecy, E
sa rowne 0. Wyznaczy¢ cyfre jednosci, za k miesiecy bedzie miat n lat -
dziesiatek i setek liczby a + b. i m miesiecy. Ile wynosi k? o

o

o
Pierwsza cyfra liczby reENIENPA Podac przyklad trzech liczb <
naturalnej n jest rowna: naturalnych dajacych parami rézne g
A1l i niezerowe reszty z dzielenia przez 5, ﬁ
B) 7 ktérych suma jest liczbg podzielng 7))

Ile wynosi pierwsza cyfra liczby 2n?

WWW.CZASOPISMOMATEMATYKA.PL

Dhugos$¢ przekatnej czworokata
wypuktego wynosi 9. Obwad tego
czworokata jest liczba catkowita.

Ile co najmniej wynosi ten obwdd?

Boki prostokata P sa rownolegle
do osi uktadu wspohrzednych. Wierzchotki
tego prostokata sa punktami kratowymi.
Obwdd prostokata P jest rGwny sumie sum
wspohrzednych wszystkich wierzchotkow
tego prostokata. Wyznaczy¢ wszystkie
prostokaty o tej wiasnosci.

W zapisie dziesietnym liczb
naturalnych n i n + 1 wszystkie cyfry
sa wieksze od 1. Iloczyn iloczynéw
cyfrliczb nin + 1 jest réwny 14 406.
Wyznaczy¢ wszystkie liczby n o tej
wiasnosci.

reLENER() Cyfra jednosci liczby n
jest wieksza od 5. Iloraz liczby n

przez jej cyfre jednosci jest wiekszy
od 209 i mniejszy od 210. Wyznaczy¢

przez 5.
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Wyznaczy¢ wszystkie tréjki
liczb a, b, c takie, ze kazda z tych liczb
jest kwadratem liczby catkowitej oraz
zachodzi ukiad réwnan:

atb=c+32

a-b=c

Wyznaczy¢ wszystkie pary
(a, b) liczb pierwszych takie,
7e 18a < ab < 24a <4(a + b).

reENENE] Suma miar katow wielokata
wypuktego (wyrazona w stopniach) jest

ROZWIAZANIA

Wtedy, gdy kazda z tych
liczb daje reszte 1 lub gdy dwie z tych

liczb daja reszte 3, trzecia reszte 1
(przy dzieleniu przez 4).

Uklad nie ma rozwiazan.

20.

Tak. Wskazowka:
Wysokos¢ ostrostupa jest mniejsza
lub réwna wysokosci $ciany bocznej,
przy czym rownos$¢ zachodzi w co
najwyzej dwoch scianach bocznych.

Cyfra jednosci— od 0 do 9,
cyfra dziesiatek 0 lub 1, cyfra setek 0.

A) 2 lub 3.
B) 1.

19.

STOPIEN TRUDNOScI @ Bo (][]

kwadratem liczby naturalne;j.
Ile bokéw ma ten wielokat?

Zadanie 16

Wszystkie krawedzie pewnego
graniastostupa prostego maja catkowite
dtugosci. Podstawa tego graniastostupa
jest wielokat wypukty i r6znoboczny,
w ktorym dhugosci wszystkich bokow
sa mniejsze od 5. Pole jednej ze Scian
bocznych wynosi 46. Wyznaczy¢

pole powierzchni bocznej tego
graniastostupa.

Prostokaty, w ktorych
wierzchotek wysuniety najbardziej na lewo

i jednoczesnie najnizej ma wspoirzedne
(k, —k), gdzie k jest liczba catkowita.
Zadanie 9 [WA¥B

reBENEN( 1256, 1467, 1678, 1889.

reLENENEN Jest jedenascie mozliwosci:
0, 11, 22, 33, 44, 55, 66, 77, 88, 99, 110.

Nie ma takich liczb.
(16, 16, 0) lub (25, 16, 9).
(2, 19), (2, 23), (3, 19), (3, 23).

5(k?) + 2, gdzie k jest liczbg
naturalng dodatnia.

reLENIERGY Sa trzy mozliwosci:
207, 230, 460.

Michat Kremzer
Autor zadan i artykutdéw.
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KLAS LICEOW

Wyznaczy¢ wszystkie liczby
rzeczywiste x takie, ze liczby 4x + 7 oraz 8x + 9
sq liczbami naturalnymi dodatnimi oraz
liczba 4x + 7 jest podzielna przez liczbe 8x + 9.

Dla jakich liczb naturalnych n
liczba 1455 ... 532 (n piatek miedzy 4 i 3)
jest podzielna przez 9?

Wyznaczy¢ nieskoriczenie wiele
liczb naturalnych n takich, ze w zapisie liczby n
wystepuje doktadnie jedna cyfra 0, w zapisie
liczby 2n nie wystepuje zero i w zapisie

liczby 3n wystepuje wiecej niz jedna cyfra 0.
Chodzi o zapis dziesietny.

Suma pieciu poteg pewnej liczby
naturalnej wiekszej od 1 o wyktadnikach

bedacych liczbami catkowitymi (r6znymi
od 01 1) jest réwna 65. Co to za liczba
i co to za wykladniki?

Dla kazdej liczby naturalnej n
wiekszej od 1 (dla ktérej to mozliwe) podac
przyklad czworokata wypuklego, w ktérym
dlugosc jednego z bok6éw nalezy do przedziatu
(n, n + 1), czterokrotnos¢ pola nalezy

do przedziatu (n + 1, n + 2) oraz obwod

nalezy do przedziatu (n + 2, n + 3).

Liczba a ma wilasno$¢ W,

jezeli jest liczba wymierna, niecatkowita,
wiekszg od 1 oraz cecha liczby a jest réwna
sumie licznika i mianownika mantysy liczby
a (chodzi o mantyse w postaci utamka
nieskracalnego). Wyznaczy¢ najwieksza liczbe
o wiasnosci W, ktdra jest mniejsza od 1000.

WWW.CZASOPISMOMATEMATYKA.PL

Zadania sprawdzajg nastepujgce umiejetnosci:
analizy i interpretacji problemu, rozumowania

i argumentacii, syntezy faktow i myslenia
pamigciowego oraz umiejetnosci heurystyczne.

Wyznaczy¢ najmniejsza liczbe
o wiasnosci W, ktdra jest wieksza od 1000.

Podac¢ przyklad liczby o wlasnosci
W, ktora jest jednoczesnie kwadratem liczby
wymiernej.

Czy suma wartos$ci bezwzglednych
pierwiastkow trojmianu kwadratowego moze by¢
réwna Sredniej geometrycznej wszystkich trzech

LICEUM

wspotczynnikow tego trdjmianu, jezeli wszystkie
te pie€ liczb to liczby naturalne dodatnie?

Ile dzielnikow kwadratowych
ma liczba naturalna dodatnia? Dzielnikiem
kwadratowym nazywamy dzielnik, ktory jest
kwadratem liczby naturalnej dodatnie;j.

reLENIEREN Wyznaczy¢ wszystkie liczby natural-
ne wieksze od 2, ktére sa rowne iloczynowi
swoich dzielnikéw kwadratowych wlasciwych.

Czy istnieje nieskornczenie wiele
liczb naturalnych nieparzystych i niepodzielnych
przez 3, w zapisie ktérych sa co najmniej

4 r6zne cyfry i ktére sa rowne iloczynowi
swojego najwiekszego dzielnika wlasciwego

i sumy swoich cyfr?

Podac¢ przykiad funkcji : R=R
takiej, ze zbiorem wartosci funkcji:
A)f)ix+fx)

B) f(x) i xf(x)

jest przedziat <0, 1>.

reENIEREY Podac przyklad nieskonczonego
podzbioru zbioru N\ {0, 1}, w ktérym wykonalne
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jest potegowanie, ale nie jest wykonalne
mnozenie.

Podac przyktad nieskoriczonego
podzbioru zbioru N\ {0, 1}, w ktérym
wykonalne jest mnozenie, ale nie jest
wykonalne potegowanie.

ROZWIAZANIA
x=-11lubx=—(1/2).

Wskazowka: 4x + 7 = kn, 8x + 9 =n,

gdzie k i n sa liczbami naturalnymi dodatnimi.

Dla liczb naturalnych n postaci
1,8k — 2, gdzie k jest liczba catkowita.

33 ... 3406, liczba trojek
poprzedzajacych czworke jest dowolna
liczba naturalng wieksza od 5.

2,6,-2,-2,-2,-2

lub4, 3, -1, -1, -1, 1.

Dla n = 2 dobrym przyktadem jest
prostokat o bokach dtugosci 0,49 i 2,001.

Dla n > 2 nie ma takiego przyktadu.
Wskazéwka: Dhugos¢ boku czworokata
wypuklego jest mniejsza od sumy dhugosci
pozostatych bokéw tego czworokata.

999 + (499 / 500).
1000 + (1 /999).
121/9.

Nie. Wskazdwka: Rozwazy¢
tréjmian f(x) = k(x + m)(x + n). W réwnaniu
kwadratowym (do ktérego dojdziemy po
odpowiednich przeksztatceniach) ze wzgledu
na niewiadoma m obliczy¢ delte w zaleznosci
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Zadanie 16

Dana jest liczba naturalna dodatnia n.
Wyznaczy¢ nieskonczenie wiele czworek
(@, b, ¢, d) liczb naturalnych dodatnich
spehiajacych uktad réwnan:

ab=cd

a+tb=c+d+n

od ki n. R6znica kwadratéw dwoch liczb
naturalnych dodatnich nie moze wynosic¢ 4.

Jezeli liczba naturalna dodatnia n
jest iloczynem poteg liczb pierwszych

p@), p(2), ... p(m) o wykladnikach
naturalnych dodatnich odpowiednio réwnych
k@), k(2), ..., k(m), to liczba dzielnik6w
kwadratowych liczby n jest rowna

(k@ /21 + D)([kR) /2] + 1) ... ([k(m) / 2] + 1).

Kwadraty iloczynéw dwdch
réznych liczb pierwszych lub széste potegi
liczb pierwszych.

Tak. Liczby 2100 ... 0301
(dowolna liczba zer miedzy cyframi 1 i 3)
spehiaja warunki zadania.

Zadanie 13

A) Nie ma takiej funkcji.
B) f(x) = x dla x z przedziatu <0, 1>,
0 dla pozostatych x rzeczywistych.

Zbiér poteg wlasciwych
(czyli poteg, w ktérych podstawa i wykladnik
sa liczbami naturalnymi wiekszymi od 1).

72 ELIERE] Nie ma takiego zbioru.

(@ b,c,d)=(2b+2n,b,b+n,2b).
Wskazéwka: Przedstawi¢ kazda z liczb ai c
w zaleznosci od liczb b i d.

Michat Kremzer
Autor zadan i artykutéw.
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ZADANIA DLA STARSZYCH

KLAS LICEOW

Niech S(n) oznacza sume cyfr
liczby n. Rozwiaza¢ w liczbach
naturalnych @ réwnanie

A) S(a) = log(a)

B) S(a) = log(a - 5)

Poda¢ przyktad nieskonczonego
ciagu (wzor og6lny z parametrem k
bedacym liczba rzeczywistq),

tak aby dla k = 0 ciag ten byl zbiezny

do granicy réwnej 5, dla k = 1 by} rozbiezny
do plus nieskoriczonosci oraz dla k ze zbioru
R\{0, 1} nie by} zbiezny (ani do granicy
wiasciwej, ani do niewtasciwej).

Wyznaczy¢ wszystkie pary (a, b),
takie ze liczby: a, logarytm przy podstawie
a z liczby b, liczba dzielnikoéw naturalnych
liczby b; sa liczbami pierwszymi.

Wyznaczy¢ najwieksza liczbe
naturalng n, dla ktérej istnieje liczba
rzeczywista dodatnia a, taka ze dla kazdego
k ze zbioru {1, 2, ..., n} potega liczby a

o wyktadniku k nalezy do przedzialu

(k, k + 1). Dla wyznaczonej liczby n poda¢
przyklad liczby a spelhiajacej warunki
zadania.

Dana jest liczba a wieksza

od 3. Podac¢ przyklad funkcji f(x) ciaglej

w R i takiej, ze granica funkcji f(x)

w plus i minus nieskoriczonosci jest rtowna
1 oraz granica funkcji f(f(x)) w plus i minus
nieskonczonosci jest rGwna a.

Poda¢ przyktad funkcji f(n)
odwzorowujacej zbior liczb naturalnych

WWW.CZASOPISMOMATEMATYKA.PL

Zadania sprawdzajg nastepujgce umiejetnosci:
analiza i interpretacja problemu, rozumowanie
i argumentacja, synteza faktow, myslenie
pamigciowe, umiejetnosci heurystyczne.

dodatnich w ten sam zbior, przyjmujacej
nieskonczenie wiele wartosci i takiej,

ze dla kazdej liczby naturalnej dodatniej n
zachodzi réwnos¢ f(10n) = 10f(n)

oraz dla nieskonczenie wielu liczb
naturalnych dodatnich n zachodzi
rownosce f(2n) = 4f(n).

Ile jest liczb stucyfrowych n,
takich ze iloczyn cyfr liczby n jest podzielny

LICEUM

przez 147 oraz iloczyn iloczynéw cyfr liczb
nin + 1 nie jest podzielny przez 4?
Uwaga: liczba 0 jest podzielna przez kazda
liczbe naturalna rézng od 0.

Niech [x] oznacza ceche

liczby x oraz f(a, b) oznacza potege liczby a
o wyktadniku b. Wyznaczy¢ nieskonczenie
wiele par (a, b) liczb niecatkowitych
wiekszych od 2, ktére spelniaja rownanie:
A) f(a, b) = f(lal, [b])

B) f(a, [b]) = f([a], b)

Liczba Sophie Germain
nazywamy liczbe pierwsza p, taka ze liczba
2p + 1 rowniez jest liczba pierwsza.

Liczbe Sophie Germain oznacze przez SG.
Jaka reszte z dzielenia przez 3 moze dac¢
liczba SG wieksza od 10? Poda¢ wszystkie
mozliwosci.

reLENER0) Jaka reszte z dzielenia przez 10
moze dac liczba pierwsza wieksza od 10?
Poda¢ wszystkie mozliwosci.

reLENERER Jaka reszte z dzielenia przez 10
moze dac liczba SG wieksza od 10?
Podac wszystkie mozliwosci.
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Podac¢ przyk}ad niestatego
wielomianu, ktdry kazdej liczbie SG
przyporzadkowuje liczbe bezkwadratowa
majaca dokladnie osiem dzielnikow
naturalnych. Poda¢ dwa takie przyktady

i zeby wielomiany miaty rézne stopnie.
Liczba bezkwadratowa nazywamy

liczbe naturalna, ktéra nie jest podzielna
przez kwadrat liczby naturalnej

wiekszej od 1.

reLENEREY Jakie bedzie rozwigzanie

poprzedniego zadania, gdy osiem dzielnikow

zastgpimy dziesiecioma dzielnikami?

Podac¢ przyktad parami réznych
liczb dodatnich a, b, ¢, d, wsréd ktorych

ROZWIAZANIA

Zadanie 1
A)a=10
B) a = 1000005
a(n) = A(n)B(n),
gdzie A(n) = (n?)|k| + 5,
B(n) = (—1)sontkk=Din)
(p, p?) — p jest liczba pierwsza
n=4;a=145
Wskazéwka: Pierwiastek trzeciego stopnia
z trzech jest wiekszy od pierwiastka pigtego
stopnia z sze$ciu, co mozna stwierdzic,
podnoszac obie te liczby do potegi pietnastej.
fx) = (* + 20 = 1)/(x* + 1)
f(n) = iloczyn liczby n
i sumy jej cyfr
ab, gdzie a = 1435896, b = 5%
Zadanie 8
A) Nie ma takich par.
B) a = P(K(n) + 1), b = logarytm
przy podstawie n z liczby K(n) + 1;
K(n), P(n) — kwadrat i pierwiastek
kwadratowy z n, n > 5

Zadanie 9 .
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co najmniej dwie sq liczbami catkowitymi
i ktdre spelniajg uklad réwnan:
a+td=b+c

sin(a + b) = sin(c + d)

Niech [x] i {x} oznaczaja
odpowiednio ceche i mantyse liczby x.
Niech k jest ustalona liczba catkowita.
Rozwiaza¢ w liczbach catkowitych a

rownanie:
A)a[l/a]l =k
B) a{l/a} =k

relENIERE] Funkcja f(x) jest gestoScia
rozktadu prostokatnego zmiennej losowej.

Kiedy funkcja f(f(x)) bedzie funkcja
gestosci rozktadu zmiennej losowe;j?

1,3,7,9
1,3,9
P(x) = 629x, W(x) = 17x(2x + 1)
Nie ma takiego wielomianu.
Liczba dzielnikéw naturalnych liczby
bezkwadratowej jest potega liczby 2
o wyktadniku catkowitym nieujemnym.
a, d — liczby catkowite dodatnie
b =d - 2k(pi), c = a + 2k(pi),
k — liczba naturalna dodatnia, d > 2k(pi)
A) Gdy k = 0 — zbiér liczb catkowitych
dodatnich.
Gdy k>0, a=-k.
Gdy k < 0, rownanie nie ma rozwiazan.
B)Gdy k=0,a=11luba=-1.
Gdy k > 1, r6wnanie nie ma rozwigzan.
Gdy k = 1 — zbiér liczb catkowitych
wiekszych od 1.
Gdy k<0,a=k—1.
Wtedy i tylko wtedy gdy f(0) =0
oraz f(1/(b — a)) = 1/(b — a).

Michat Kremzer
Autor zadan i artykutéw.
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ROZWIJANIE UCZNIOWSKICH
PREDYSPOZYCJI

MATEMATYCZNYCH
W KONTEKSCIE ZADAN TEKSTOWYCH

Operatywne stosowanie narzedzi matematycznych do opisu sytuacji
przedstawionej w rozpatrywanym problemie jest kluczowa umiejetnoscia
pozwalajaca na prawidtowy rozwodj matematyczny indywidualnego ucznia.
Prawidtowa analiza zadania, zrozumienie problemu, zastanowienie sie

nad sposobem rozwigzania, wykonanie zaplanowanych czynnosci

i w koncu spojrzenie na zadanie w sposdb catosciowy, stanowig fundament
rozumowania, ktére prowadzi do abstrakcyjnego pojmowania rozwazanych
tresci. Polyowska metoda rozwigzywania zadan tekstowych, modyfikowana
ze wzgledu na cyfryzacje rzeczywistosci, jest w dalszym ciggu podstawa
pracy nauczyciela z uczniem.

ielkie matematyczne odkrycia

bazujg najczeSciej na ogromnej

wiedzy ich twoércow i dhugiej,

wytezonej pracy prowadzacej do

danego osiagniecia. Znane sg jed-

nak w historii nauki ,,przypadko-
we odkrycia”, ktére pojawialy sie nagle, intensywnie,
a ich tworcy nie byli nawet Swiadomi wagi swoich od-
kry¢, poniewaz bardzo czesto pracowali wowczas nad
czymsS zupelnie innym. Niemniej jednak kazde odkry-
cie wymaga od tworcy duzej dozy energii, poswiecenia
iskupienia. Rozwigzywanie zadan tekstowych wymaga
dok}adnie tego samego: energii, poSwiecenia i skupie-
nia, dlatego nauczyciele moga tym sposobem rozbudzi¢
kreatywne, ciekawe umysty mtodych odkrywcow. Nie
jest to jednak tatwe zadanie, gdyz istnieje duze ryzyko
zgaszenia uczniowskiego zapatu poprzez sceptycyzm
nauczyciela, sttumienia uczniowskiej energii poprzez
rutynowe operacje i zatracenie uczniowskiego poswie-
cenia poprzez wybieranie niewlasciwych zadan.

METODYKA ROZWIAZYWANIA ZADAN
TEKSTOWYCH

George Polya twierdzil, Ze celem nauczania matematyki
w szkole $redniej powinno by¢ nauczanie myslenia’,
a owe myslenie utozsamiat z rozwigzywaniem zadan
tekstowych. Kwestia rozwigzywania zadan tekstowych
inauczania matematyki w tym zakresie dzieli sie na dwa
okresy — przed i po Polyi®. System edukacji w Polsce
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stoi w obliczu wielkich zmian — w kontekscie zaréwno
struktury systemu edukacji, jak i treSci programowych
i to wilasnie sposoby rozumowania, argumentowania
i myslenia matematycznego beda kluczowa umiejet-
noscia, w ktora kazdy nauczyciel bedzie musiat wypo-
sazy¢ swoich uczniéw. Dlatego tez sposoby i techniki
rozwigzywania zadan tekstowych, a w zasadzie sposoby
i techniki, w jaki spos6b uczy¢ rozwigzywania zadan
tekstowych, powinny sta¢ sie niezbednym narzedziem
pracy w warsztacie nauczyciela.

Pierwsza zasada polyowskiej metodyki — ,,Zrozu-
mienie zadania” — jest tak oczywista, ze bardzo czesto
nauczyciele pomijaja ten etap analizy zadania. Tym-
czasem niezrozumienie tresci rozwazanego problemu,
czeSciowe lub ogolne, jest, niestety, Zrédlem niepo-
wodzen uczniowskich podczas pracy nad zadaniem.
W ksiazce Jak to rozwiqzac? Polya przedstawia liste
przyktadowych pytan i podpowiedzi, ktére moga po-
moc nauczycielowi przej$¢ przez pierwsza faze rozwia-
zywania zadan tekstowych: Czy rozumiesz wszystkie
sformutowania w rozwazanym zadaniu? Co masz zro-
bi¢/pokazac/udowodnic? Czy potrdfisz wypowiedzie¢
tres¢ zadania i postawiony problem wiasnymi stowami?
Co jest niewiadome, co jest dane? Jaki jest warunek?
Zréb rysunek, wprowadz oznaczenia®.

Dialog nauczyciela z uczniami powinien bezposrednio
wprowadza¢ w druga zasade metodyki rozwiazywania
zadan tekstowych — ,,Ukladanie planu rozwigzania”.
Niemalze kazde zadanie mozna rozwigzac na kilka spo-
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sobow i wybranie odpowiedniej drogi postepowania ma za-
sadnicze znaczenie. Umiejetno$¢ dobierania strategii mozna
zdoby¢ jedynie poprzez rozwigzywanie dostatecznie duzej
liczby zadan, potrafimy woéwczas dostrzec pewne analogie,
uzy¢ podobnych metod dedukcyjnych, gdy rozwiazywaliSmy
podobne zadanie wcze$niej, tatwiej nam wykorzysta¢ wia-
sne do$wiadczenie, jesli doszliSmy do podobnych wnioskow
weczesniej.

»Wykonanie planu”, czyli trzecia zasada rozwigzywania
zadan tekstowych, jest zazwyczaj tatwiejsza niz poprzed-
nia. Je$li uczniowie zrozumieli wcze$niej zadanie i utozyli
dokiadng strategie postepowania przy jego rozwiazaniu,
nauczyciel moze polegac na ich dociekliwosci i gorliwosci,
zakladajac, Ze posiadaja niezbedne umiejetnosci. Uczniowie
powinni by¢ wytrwali w realizacji planu rozwiazania, a jesli
ten zawodzi, powinni prébowac ulozy¢ nastepny plan przed
przystapieniem do bezcelowych obliczen.

Ostatnig zasada polyowskiej metodyki jest ,,Rzut oka
wstecz”. Ten krok jest bardzo czesto pomijany, nie tylko
przez ucznidw, ale takze przez nauczycieli. Opuszczana
jest woéwczas bardzo pouczajaca faza szerokiego spojrze-
nia na postawiony problem. Czas na zebranie rozwigzania
jednym chwytem mysli, przeanalizowanie, co bylo dobre,
a co nie dzialato, pomoze w pewnym stopniu przewidywac
strategie podczas rozwigzywania zadan w przysztosci.

Panuje powszechna opinia, ze matematyka jest bardzo
trudnym przedmiotem szkolnym, a przyczyn tego stwierdze-
nia mozna doszukiwac¢ w abstrakcyjnosci matematycznych
rozumowan i dedukcyjnej strukturze. Problem rozwigzywa-
nia zadan tekstowych by} przedmiotem zainteresowan wielu
dydaktykow matematyki, przy czym skupiali sie oni gtéw-
nie na uczniach szkoty podstawowej*’. Metody i strategie
rozwigzywania zadan tekstowych dla starszych uczniow
pozostajq takie same, uczniowie powinni mie¢ juz wyro-
bione wlasciwe nawyki, jednak rzeczywistos¢ w przypadku
szkoly Sredniej pokazuje, Ze jest to bledne zaloZenie. Istnieje
wiele przyczyn pojawiajacych sie trudnosci podczas roz-
wigzywania zadan tekstowych, takie jak staba umiejetno$¢
czytania, rozumienia i analizy problemu. Uczniowie nie
potrafia wykorzystywac wczesniej zdobytej wiedzy i nie sa
w stanie dostrzegac¢ pojawiajacych sie analogii, a powodem
takiego stanu rzeczy moze by czasami niewystarczajaca
wiedza merytoryczna w zakresie przedmiotu, ale bardzo
czesto uczniowie po prostu nie potrafia wybra¢ odpowied-
niej strategii i obra¢ wlasciwego toku rozumowania.

Kazde zadanie tekstowe sktada sie z dwoch warstw i wy-
maga réznych aktywnosci matematycznych. Pierwsza war-
stwa jest tekst werbalny, ktory przedstawia pewna sytuacje
empiryczna, prawdziwa badZ wyobrazona, ktéra Czytelnik
musi zrozumie¢ i dokona¢ poprawnej analizy problemu.
Prowadzi to bezposrednio do drugiego etapu — warstwy
matematycznej, ktéra wymaga abstrakcyjnych aktywnosci
zwigzanych z wlasciwym przeksztalceniem informacji za-
wartych w warstwie werbalnej w matematyczny problem
do rozwiazania. Rozwigzywanie zadan wymaga formuto-
wania matematycznych wypowiedzi uwzgledniajacych pre-
cyzyjny jezyk matematyczny i jednoznaczno$¢ uzywanych
pojec. Stosowanie odpowiedniej terminologii wymusza
zauwazenie kazdego niezbednego szczegbty, stad transfer

warstwy werbalnej w matematyczna jest trudnym i ztozonym
procesem i nie zawsze uczniowie sa tego uczeni i do tego
przygotowani. Metodyka rozwigzywania zadan tekstowych
powinna by¢ stosowana bardzo dokladnie i systematycznie,
poniewaz taka forma nauczania — uczenia sie matematyki
prowadzi do doglebnego rozumienia rozwazanych tresci
i pozyskiwania nowych umiejetnosci. Co wiecej, pomaga
zrozumie¢ pewne metody matematycznych rozumowan,
miedzy innymi sens uogoélniania czy stosowania analogii.

CHARAKTERYSTYKA EKSPERYMENTU —
CASE STUDY

W niniejszym artykule przedstawiona zostanie pewna kon-
cepcja sprawdzenia poprawnosci stosowania metodyki roz-
wigzywania zadan tekstowych. Przedstawione wyniki nie
sa generalizowane, s przypadkami pewnego case study,
jednak wyznaczaja zarys szerszego spojrzenia na analize
skuteczno$ci nauczania rozwigzywania zadan tekstowych.
W artykule bede postugiwac sie okresleniem ,,badania”,
nalezy jednak pamieta¢, ze chodzi tu jedynie o przeprowa-
dzona kontrole i obserwacje procesu dydaktycznego.

Do badan zostali wybrani studenci matematyki II roku
studiow I stopnia o specjalnosci nauczycielskiej. Studen-
ci na zajeciach z podstaw dydaktyki zostali szczegétowo
zapoznani z polyowska metodykq rozwigzywania zadan
tekstowych, oméwione zostaty liczne przyklady jej zasto-
sowania, a badani zostali uwrazliwieni na wage i znaczenie
zadawanych pytan oraz role doglebnej analizy problemu
przed przystgpieniem do rozwigzywania problemu, czyli
wykonania wczes$niej sprecyzowanego i przemyslanego pla-
nu. Ponadto badani studenci mieli pewne doSwiadczenia
zwigzane z pracg z uczniami, prowadzeniem lekcji mate-
matyki, gdyz jednocze$nie odbywali praktyke srodroczng
w szkole podstawowej. Studenci prowadzili lekcje w szkole
¢wiczen, a nastepnie przeprowadzone przez nich zajecia
poddawane byty dokladnej analizie pod wzgledem popraw-
nosci merytorycznej, stylistycznej i wychowawczej. Badana
grupa student6éw liczyta 8 osob.

Eksperyment polegal na rozwigzaniu przez studentéw
otrzymanych zadan tekstowych na tablicy, pracujac z reszta
grupy tak jak z uczniami w szkole, uwzgledniajac polyow-
ska metodyke rozwigzywania zadan tekstowych. Studenci
otrzymali zadania wcze$niej, mieli czas na samodzielne ich
rozwiazanie, ulozenie konspektu pracy ,,pod tablicg”, pracy
,»Z klasg”. Kazdy student znat tylko swoje zadania, nikt nie
wiedzial, jakie zadania maja koledzy i kolezanki. Opisy-
wana koncepcja miata by¢ pewnego rodzaju kontrola przy-
swojenia tresci programowych, jednak wyniki tej kontroli
oraz obserwacje prowadzone podczas tego eksperymentu
staly sie na tyle ciekawe i zaskakujace, ze wylonily pewien
kierunek badan, ktére moga zosta¢ przeprowadzone na szer-
sza skale, a wnioski, ktére powstana po ich analizie, moga
nabrac¢ znaczenia w kontekscie nauczania rozwigzywania
zadan tekstowych.

PREZENTACJA ZADANIA

W niniejszej pracy zostanie oméwione szczegolowo jedno
zadanie, na podstawie ktorego przedstawione zostang pewne
hipotezy i wskazania do kierunku dalszych badarn. Omawiane
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zadanie pojawito sie na maturze z matematyki w zakresie roz-
szerzonym w 2018 roku. Dotyczy ono rachunku prawdopodo-
bienstwa i wymaga znajomosci podstawowych wzoréw kom-
binatorycznych i klasycznej definicji prawdopodobienstwa.

Zadanie jest nastepujacej tresci:

Z liczb oSmioelementowego zbioru Z = {1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 9}
tworzymy o$Smiowyrazowy ciag, ktérego wyrazy sie nie po-
wtarzaja. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego
na tym, ze zadne dwie liczby parzyste nie s sasiednimi wyra-
zami utworzonego ciagu. Wynik przedstaw w postaci utamka
zwyklego nieskracalnego.

Przykladowe rozwigzania problemu:

Zdarzeniami elementarnymi sq permutacje zbioru o$mioele-
mentowego, liczba wszystkich zdarzen elementarnych wynosi
Q2 =8!. Niech A oznacza zdarzenie polegajace na tym, Ze zadne
dwie liczby parzyste nie sa sasiednimi wyrazami utworzonego
ciggu. Przedstawione zostang dwa sposoby obliczania wszyst-
kich zdarzen elementarnych sprzyjajacych zajsciu zdarzenia A.

I sposéb — ustalenie pozycji dla liczb parzystych (E — liczba
parzysta).

Istnieje 20 przypadkéw rozmieszczenia liczb parzystych
(ryc. 1), ponadto liczby parzyste mozemy ustawi¢ na 3! spo-
sobdw, a nieparzyste permutuja na 5! sposobow. Stad:

|A|=20-3!-5!.

II sposob — W rozwazanym zbiorze jest 5 liczb nieparzystych,
wiec mozemy je ustawi¢ na 5! sposobéw. Otrzymamy wowczas
(O —nieparzysta liczba):

m ol@lol@lol®lole|[o]|®]

Miejsca (1) — (6) to pozycje, na ktérych mozemy postawic¢
liczbe parzystq (z jednej lub drugiej strony liczby nieparzy-
stej). Wybieramy trzy miejsca, na ktorych postawimy liczby
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Liczby parzyste permutujg na 3! sposoby, wiec:
|A|=20-3!-5.

Wystarczy obliczy¢ prawdopodobienstwo zdarzenia A, korzy-

stajac z klasycznej definicji prawdopodobienstwa:

_20-3L5! 5
8! 14

P(A)

WYNIKI ROZWAZANEGO CASE STUDY

Student, ktorego zadaniem bylo rozwigzanie powyzszego za-
dania z grupa, miat utozony pelen scenariusz pracy, zaplanowat
przykladowa liste pytan do kazdego z IV etap6w polyowskiej
metody rozwigzywania zadan tekstowych.

Pierwszym niepokojacym sygnatem bylo pytanie studenta,
czy moze od razu ,,przej$¢” do omawiania sposobu rozwigzania
IT metoda, gdyz wypisywanie tych wszystkich przypadkow
wg I metody jest zmudne i czasochlonne. Na pytanie: Czy
tak wlasnie rozpoczqt Pan prace nad tym zadaniem? Czy to
byla pierwsza mysl, pierwszy pomyst na rozwiqzanie? student
odpowiedziat: Oczywiscie, ze nie, zaczqtem od wypisywania
mozliwosci (...). Student nie zdawat sobie sprawy z bledu
dydaktycznego, ktéry zamierzat popelni¢ — widziat pozorng
trudno$¢ (zawite i czasochlonne wypisywanie przypadkow),
wiec nie chciat ,,zaglebia¢” sie w to z uczniami. Taka postawa
nauczyciela w klasie jest nie do przyjecia. Gdyby student zaczat
sprowadzac rozwazane zadanie do rozwiazania tylko Il metoda,
cata analiza problemu i cata droga do otrzymania pozadanego
wyniku bylaby sztuczna i pobudzita w uczniach poczucie bez-
radnosci w obliczu problemu, nieumiejetnos¢ radzenia sobie
z sytuacjq przedstawiong w zadaniu. Uczniowie, oczywiscie,
zrozumieliby metode i sposob rozwiazania, ale brak obycia
w danym zakresie, zbyt mate doSwiadczenie w stosowaniu
matematycznych ,,sztuczek” i nietypowych sposobach rozu-
mowania podwazytaby ich pewnos¢ siebie i wiare we wlasne
mozliwosci, a moze nawet zniechecitaby ich do dalszej pracy.
Uczen musi mie¢ $wiadomos¢, ze do rozwiazania dochodzi
sam, Ze nawet bez pomocy nauczyciela potrafitby w jakis spo-
sob rozwiaza¢ zadanie, przynajmniej czeSciowo. Obowigz-

parzyste, mozemy to zrobi¢ na 2] sposobow. kiem nauczyciela jest tak sterowac uczniem, wlasnie poprzez
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zadawanie odpowiednich pytan, ze zostawia go z poczuciem

spelnienia w zakresie danego problemu, Ze uczen pozostaje

w przeswiadczeniu, ze doszed} do rozwiazania sam.

Po glebokiej analizie dydaktycznej wartosci i struktury
rozwazanego zadania student zrozumiat wage i role dojscia
do rozwiazania I metoda. W trakcie zajec rozpoczat omawianie
zadania z grupa studentéw, poprawnie uwzgledniajac polyow-
ska metodyke podejscia do problemu, stosujac odpowiednig
gradacje pytan w zaleznosci od reakcji grupy. Wszystkie etapy
pracy z grupa zostaty uprzednio dokladnie oméwione z pro-
wadzacym eksperyment.

W I etapie pracy (,,zrozumienie zadania”) student, stosujac
krotka liste pytan, uzyskat pozadane rezultaty:

— Czego dotyczy zadanie?

—Od czego zazwyczaj rozpoczynamy rozwiqzywanie zadan

z rachunku prawdopodobiernstwa?

— Czy rozumiemy, na czym polega zdarzenie elementarne przed-

stawione w zadaniu?

Analiza zadania wylonita istote problemu. Ustalona zostata
kolejno$¢ pracy i najwazniejsze jej etapy — znalezienie prze-
strzeni wszystkich zdarzen elementarnych i opisanie zdarzenia
wskazanego w zadaniu. Na tym etapie pracy uczen nie musi
wiedzie¢, jakie konkretne zdarzenia elementarne sprzyjaja
zajsciu rozpatrywanego w zadaniu zdarzenia, jednak powi-
nien umie¢ opowiedzie¢ wlasnymi stowami, na czym dane
zdarzenie polega.

IT etap pracy shuzy} ulozeniu planu rozwigzania i w danym
zadaniu skupiono sie na wskazanym zdarzeniu — polegajacym
na tym, ze zadne dwie liczby parzyste nie stoja kolo siebie.
Istotnie, zostalo powiedziane, ze najpierw nalezy policzy¢
przestrzen wszystkich zdarzen elementarnych, ale tutaj nikt
nie miat watpliwosci, ze to nie bedzie stanowilo trudnosci, to
zwykle permutacje zbioru 8—elementowego. UloZenie kon-
cepcji podejscia do problemu i znalezienie sposobu oblicze-
nia mocy zdarzenia, czyli przejscie do III etapu pracy — czyli
wykonania planu — owocowalo burzliwg dyskusja, a student,
ktory byt odpowiedzialny za poprowadzenie pracy, narzucat
swoja interpretacje zbyt szybko i zbyt natarczywie. Taka sytua-
cja nie powinna mie¢ miejsca w szkole. Dyskusja rozpoczeta
sie pytaniem:

— W jaki sposéb znajdziemy wszystkie zdarzenia elementarne

sprzyjajqce zajsciu naszego zdarzenia?

— Zaczniemy wypisywac.

— W jaki sposob bedziemy to robic?

— Mamy trzy liczby parzyste i pie¢ liczb nieparzystych.
Niech na przyklad na pierwszym miejscu stoi liczba 2,
na trzecim4 (...).

— Rozgraniczanie na poszczegdlne liczby parzyste jest przeciez
bez sensu, skupmy sie tylko na liczbach parzystych i niepa-
rzystych, oznaczmy je PiN (...).

Powyzszy komentarz pozbawit uczniéw bardzo pouczajacej
analizy rozwazanego problemu, mianowicie samodzielnego za-
uwazenia analogii w przypadkach, gdy liczby P i N permutuja.
Nauczyciel powinien pozwoli¢ wypisac kilka konkretnych zda-
rzen uczniowi i zacza¢ pomagac pytaniami dopiero wéwczas,
gdy uczen sam nie potrafitby dostrzec wspomnianej analogii.
Powinny wtedy pojawic sie pytania typu:

— Czy nie mozemy tych konkretnych przypadkéw jakos uogéinic?

— Czy nie mozemy tego rozumowania zawezic?

— Spdjrz na elementy naszego ciqgu, czy nie mozemy ich jakos
kategoryzowac na analogiczne przypadki?

Uczen powinien mie¢ poczucie, ze doszedl sam do tego,
7e wystarczy wypisa¢ przypadki na liczby parzyste i niepa-
rzyste, bo te miedzy soba tylko permutuja. Gotowa metoda
zliczania tych zdarzen, podana z zewnatrz, bez wlasnej analizy
rozpatrywanych przypadkéw, nie zostanie przez ucznia przy-
swojona w sposob prawidlowy, a zrozumienie zadania bedzie
tylko powierzchowne.

Na omawianych zajeciach, gdy student ,,narzucit” metode
wypisywania przypadkéw, uczniowie zaczeli na tablicy roz-
pisywac przypadki, jednak do$¢ chaotycznie. Prowadzacy
powinien zadbac o to, by wprowadzi¢ pewien porzadek wy-
pisywania tych przypadkéw, ustali¢ okreSlong strategie, po to,
by Zadne zdarzenie elementarne nie zostato pominiete i zeby
cale zdarzenie mozna bylo obja¢ jednym chwytem mysli.

Po wypisaniu kilku (kilkunastu) przypadkéw na tablicy
i po chaotycznych prébach znalezienia tych kombinacji, kt6-
rych brakuje, prowadzacy zorientowat sie, ze bedzie trudno
wyszukac¢ i wypisa¢ wszystkie przypadki, wiec zakonczy}t
proby uczniéw komentarzem:

— Widzicie juz, w jaki sposéb musimy tworzy¢ kolejne przy-
padki, w domu kazdy samodzielnie wypisze je wszystkie

i obliczy prawdopodobieristwo naszego zdarzenia (...).

Student, a przyszty nauczyciel, nie zdawat sobie w tamtym
momencie sprawy z tego, zZe uczniowie wlasnie nie widza,
w jaki sposob dane przypadki sa tworzone i jak wypisa¢
je wszystkie. Nauczyciel, ktéry nie rozumie pozytywnych
aspektow powstatych na skutek btedéw popelianych przez
niedo$wiadczonych uczniéw, nauczyciel, ktory nie dostrzega
efektow ksztalcenia wynikajacych z analizy btedéw, konczy
rozwazania danego problemu w momencie, w ktérym tak
naprawde dopiero otwieraja sie mozliwosci doglebnego po-
znania i zrozumienia istoty problemu. W nauczaniu matema-
tyki bardzo wazna jest pewnego rodzaju profilaktyka btedu,
ktéra — wcielona do praktyki szkolnej — pomogtaby uchroni¢
zaréwno uczniow, jak i nauczycieli przed poglebianiem i roz-
przestrzenianiem sie btednych rozumowan. Krygowska mowi
nawet o tak zwanym ,,blogostawionym bledzie”, ktdry, jesli
uzewnetrzni sie dostatecznie wczesnie, to mozna, a nawet
trzeba wykorzystac¢ dla postepu®. W omawianym zadaniu to
chaotyczne wypisywanie przypadkéw przez uczniéw, ktore
nie wyodrebnilo zadnej drogi rozwigzania, nie dalo nawet
obrazu na temat liczby tych wszystkich przypadkow, byto
doskonatym wprowadzeniem do ustalenia pewnej strategii:
— Spéjrzcie, takie wypisywanie do niczego nas nie doprowa-

dzito. Dalej nie wiemy, ile jeszcze tych przypadkéw zostato.

Wiemy, czego szukacd, ale jeszcze nie wiemy, jak. Sprobujmy

ustali¢ pewngq strategie, pewien schemat odnajdywania tych

przypadkow. Czy cos proponujecie?

Bezposrednio po opisywanych zajeciach prowadzacy stu-
dent, zapytany o powody swoich decyzji — zaniechania dal-
szych préb rozwiazania, porzucenia drogi prowadzacej do roz-
wiazania, ttumaczyt, ze nie chciat ,,przyznawac sie” przed gru-
Pa, Ze takie rozumowanie jest chaotyczne. Wiedzial, Ze dalsze
wypisywanie wszystkich dwudziestu przypadkéw byloby
bardzo Zmudne i czasochtonne, a on chciat przeciez pokazac
druga metode rozwiazania. WypowiedzZ studenta jest istotna
z kilku wzgledéw.
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Po pierwsze, niedo$wiadczony nauczyciel w ogoble nie bierze
pod uwage mozliwosci pokazania wlasnej pomy#ki przed klasa,
uznajac, ze to Swiadczy o jego stabosci. Mlody nauczyciel musi
umie¢ przyznac sie do bledéw, zauwazac je i czerpac z nich,
w koncu errando discimus — btadzac, uczymy sie.

Po drugie, student, uswiadamiajac sobie potencjalne zagro-
zenie wynikajace z kontynuowania rozwigzywania problemu,
po prostu go zaniechat. Zachowanie tego typu, celowe pomija-
nie pewnych sytuacji, w ktérych uczen mogiby popeknic blad,
czyli pewnego rodzaju droga na skroéty, nazywana jest przez
Krygowska ,,blokada btedu™. Nauczyciel nie musi wéwczas
stawa¢ w obliczu nieporozumien i wyjasniac istoty popelnio-
nego bledu.

Po trzecie, student zakonczy? rozwigzywanie zadania I me-
toda bez uzyskania wyniku, aby pokaza¢ uczniom ,lepszg”
metode — lepsza, bo szybsza, w jego odczuciu. Z dydaktycz-
nego punktu widzenia jest to w takim momencie sytuacja bez
zadnej wartosci ksztalcacej. Uczniowie probowali rozwiazac
zadanie metoda, ktéra rozumieli, ale ktéra zawiodla, na rzecz
metody, kt6ra zostata im podana w gotowej postaci. Pokazana
metoda jest skuteczna, uczniowie jg zrozumieli, jednak dziala
demobilizujaco na poczucie wlasnej wartosci i $wiadomosci
matematycznej.

Po analizie bledéw powstatych podczas omawiania rozwa-
zanego zadania z grupa student nie potrafit wytlumaczy¢ po-
wod6w swojego postepowania, ktére — mimo dobrze przygo-
towanego konspektu — potoczylo sie wlasnym torem. Student
zrozumiat jednak niedociagniecia i pomy#ki, ktére popehit.
Stwierdzit rowniez, ze nie zdawal sobie sprawy, Ze tak to
moze wygladac i ze tak trudno poprowadzi¢ grupe stuchaczy
wlasciwa Sciezka rozwigzania, nie narzucajac wiasnej drogi,
a prowadzi¢ za reke podczas matematycznej przygody.

PODSUMOWANIE

Wszystkie opisane w niniejszym artykule dzialania skupiajq
sie na nauczycielu, to on powinien starac sie przewidywac
uczniowskie bledy, powinien umie¢ dostrzec pojawiajacy sie
,»blogostawiony btad” i to na nim skupia sie obowiazek wy-
bierania odpowiednich zadan na lekcje. Nauczyciel réwniez
jednak popelnia wiele bled6w, a ich przyczyny sq réznorodne
i moga by¢ zakorzenione juz w podstawach edukacji nauczy-
ciela, moga jednak wywodzi¢ sie po prostu z nieprawidtowej
postawy nauczyciela i jego braku aktywnego udzialu w pro-
cesie nauczania.

Na temat ksztalcenia nauczycieli matematyki, w szczeg6lno-
$ci na temat bledéw w tym ksztalceniu, w wywiadzie przepro-
wadzonym i opublikowanym przez L. Jastrzebska, wypowiada
sie M. Sitek, wicedyrektor Instytutu Badan Edukacyjnych, kie-
rownik badan TEDS (Teacher Education and Development
Study in Mathematics): Ksztatcimy bardzo duzo nauczycieli,
a jednoczesnie nie dbamy o jakosc tego ksztatcenia. 1 dodaje:
Nauczanie matematyki czesto jest przeteoretyzowane, istnieje
ambicja, ze absolwent studiow matematycznych jest przede
wszystkim dobrym matematykiem. (...) Wiedza z zakresu dydak-
tyki matematyki nie tylko odstawata od wiedzy teoretycznej, ale
tez brakowalo warsztatu nauczycielskiego w indywidualnym
podejsciu do ucznia, chocby umiejetnosci, jak wyttumaczy¢
uczniowi, na czym polega jego biqd, jakie sq inne sposoby
rozwiqzania zadania®.
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Jest to bardzo powazny zarzut, jednak zdarzaja sie, niestety,
takie sytuacje, ze mtody nauczyciel, przyzwyczajony na stu-
diach do formy wyktadu, powiela ten schemat w szkole, nie
zdajac sobie sprawy, jak bardzo krzywdzi swoich uczniow.

Nauczyciel, ktéry nie potrafi w sposéb poprawny analizo-
wac zadania matematycznego w klasie, nie bedzie potrafit
wyksztalci¢ tworczej postawy u swoich uczniéw, niezbednej
na drodze matematycznego poznania. Prezentujac wiasny
tok rozumowania, cho¢by najbardziej zrozumiaty i naukowo
warto$ciowy, nie osiagniemy satysfakcjonujacych efektéw
ksztalcenia, gdyz przekazana wiedza nie bedzie trwala. Nie
nauczymy sie jezdzi¢ na rowerze, gdy jedyne, co robimy, to
patrzymy na kogos, kto jezdzi. Kto§ musi nas odpowiednio
poinstruowac, kaza¢ nam wsias$¢ na rower, powiedzie¢, jak sie
pedatuje, i pozwoli¢ nam na samodzielne préby. Kto$s moze
podpowiedzie¢, w jaki sposob trzymac¢ réwnowage, ale nikt
nie zrobi tego za nas. Kto$ powinien pomdc nam sie podnies¢,
gdy nie umiemy sami wsta¢, wskaza¢ i omowic¢ blad, ktory
popeknilismy, bysmy mogli sprobowac jeszcze raz, uczac sie
i wykorzystujac kazda malq porazke.
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MAGICZNE
LICZBY ZESPOLONE

Edukacja matematyki w szkole sredniej konczy sie na zbiorze liczb rzeczywistych.
Prawdziwa przygoda zaczyna sie w momencie, kiedy odkrywamy, ze mozna
pierwiastkowac liczby ujemne. Mowimy wtedy o liczbach zespolonych

i w tym artykule chciatbym je przedstawic.

azdy bardzo dobrze wie, Ze nie istnie-
je pierwiastek z liczby ujemnej. Ale czy
kiedys, drogi Czytelniku, sprawdzite$ to?
Czy nigdy nie mozemy uznac takiego pier-
wiastka? W szkole uczymy sie o liczbach
rzeczywistych, posrod ktérych poznajemy,
oprocz znajomych nam liczb naturalnych, catkowitych
i utamkéw (wymiernych), takze takie twory jak 2, 3 itd.
Poznajemy tez liczbe bardzo zwiazang z kolem, o na-
zwie 1. Te liczby tworzace jeden zbi6r nosza nazwe liczb
rzeczywistych. RzeczywisScie, w tym zbiorze nie istniejg
pierwiastki z liczb ujemnych. A w jakim zbiorze istnie-
ja? Taki zbi6r nosi nazwe zbioru liczb zespolonych. Ale
zacznijmy od poczatku.

Juz na poczatku naszej ery Heron z Aleksandrii, ba-
wiqc sie figurami i brylami geometrycznymi, tworzyt
figury, ktore nie miaty prawa istnie¢ w naszej rzeczywi-
stodci, poniewaz miaty ujemna wysokos¢ (ryc. 1).

Niestety, nie przywigzywat do tego zbyt duzej uwagi
i odkrycie liczb zespolonych odsunelo sie w czasie. Ko-
lejnym Grekiem, ktory miat szanse zapisac sie w historii
matematyki ztotymi gloskami jako odkrywca liczb zespo-
lonych, by} Diofantos. Diofantos zastynat z tak zwanych
réwnan diofantycznych (réwnania, ktérych pierwiastkéw
szukamy w zbiorze liczb catkowitych). Zajmujac sie tréj-
katami prostokatnymi, otart sie o liczby zespolone. Posta-
nowit rozwigzac zadanie przedstawione na ryc. 2.

Problem polega na tym, zZe nie ma tu rozwigzan, chyba
Ze zespolone. Sprawdzmy:

Latwo sprowadzi¢ powyzsze rozwigzanie do naste-
pujacego réwnania:

84x*—43x+6=0

Gdy policzymy delte, odkryjemy, Ze jest ona ujemna
i wynosi —167. W jakiej sytuacji delta jest ujemna?
W szkole méwi sie, Ze nie ma rozwigzan, czy na pewno?

P = 74
Obw = 12§

a-b=145°
a+b++/(a?+b%) =125

1
a=—,b=14z
T

Dlaa=9,b=2,c=10-h=7 A

Dla a=28b=4c=15—h=—-v63
Ryc. 2
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Na dlugi czas matematycy przestali zajmowac sie
tymi dziwnymi rozwigzaniami. Doszlo nawet do tego,
ze w 850 1. n.e. hinduski matematyk Machaviracharya na-
pisat w Ganita-sara-samgraha (kompendium istoty mate-
matyki), Ze nie wolno zajmowac sie pierwiastkami z liczb
ujemnych.

Na szczescie, niektorzy nie zastosowali sie do tego zaka-
zu. W 1545 roku Girolamo Cardano postawil nastepujacy
problem (w istocie zblizony do problemu Diofantosa):

Podzieli¢ 10 na dwie czesci, ktérych iloczyn wynosi 40.
Wynikiem okazaty sie nastepujace dwie liczby:
5-+-1515++/-15

Dlugo torowaly sobie drogg liczby zespolone do uznania
ich za obiekt badan matematycznych. W 1572 r. w ksiazce
pod tytutem Algebra Rafael Bombelli umiescit liczbe —1,
aw 1629 r. Albert Girard wprowadzit nazwe niemozliwe
rozwiazania dla nastepujacego zapisu liczbowego:

a+vJ-b

Kartezjusz w 1637 r. nazwat te liczby urojonymi lub wy-
myslonymi. Mimo Ze w 1777 roku pojawit sig symbol dla—1,
wprowadzony przez wybitnego matematyka, Leonarda
Eulera, pod postacig literki i, to teoria liczb zespolonych
zaczglta sig rozwija¢ po uzyskaniu geometrycznej inter-
pretacji. Genialne w swojej prostocie rozwiazanie podat
Caspar Wessel w 1799 roku, wprowadzajac plaszczyzng
zespolona (ryc. 3).

.23= 6+ 100
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|
|
|
|
|
|
|
|

A

Ryc. 3

Jak wynika z rysunku, wprowadzenie tej plaszczyzny (cza-
sem nazywane]j diagramem Arganda) umozliwilo w prosty
sposob rozwoj badan tych liczb. My skupimy sie tylko na
kilku prostych wlasciwosciach. Zapiszmy przede wszystkim
liczbe zespolona w nastepujacy sposob:

Z=a+ bi

i—pamietajac, ze i = —1 —wprowadzmy podstawowe dzia-
fania (ryc. 4).

Niech dane beda dwie liczby zespolone:

Z; = ay -:Libf, Zg = Q2 +’t‘:b2
Pomnézmy je przez siebie:

21 29 = ((1‘.1 +3b1)' (0.2 +3b2)
Mnozgc jak zwykfe nawiasy | pamietajgc, Ze:

i’ =—1

Otrzymujemy:
21+ Zo = azas + ta;bs + 1asb; + Z'ijbg
Po uporzadkowaniu:

Zy* Z9g = Q109 — b;bg -+ é((lfbg + ngf}

-2 0 2 4 6 8 10
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12 14 16 18 20 22 24
Samodzielnie sprawdcie: z,2,=?, orazz,zs=?

A

Ryc. 4
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Zobaczmy, ze dzialania na nich nie réz-
nig sie od zwyktych dziatan wprowadzanych
w szkole. Troszke trudniej moze by¢ z dzie-

10

Niech dane beda dwie liczby zespolone:

z; = ay + iy, zs = az + ibs

. . . ol 4+ 8i Podzielmy je przez siebie:
leniem, ale wykorzystamy tu operacje ,,usu- z;  ay +iby
wania niewymiernosci z mianownika”, czyli o g2 -8 z2 a4 iby
tzw. mnozenie przez sprzezenie (ryc. 5). Postepujemy jak przy fur niewymiernosci z
Wiemy juz, Ze istnieja pierwiastki z liczb ‘ Z _ 81 tiby ap—iby
ujemnych. Sprébujmy je najpierw zapisa¢ 72 0z2+ibs az—iby
J y -p . jmy J JP N p o : b Po wykonaniu obliczen:
Zacznijmy od liczby —1. Zastanowmy sie, 2= 08404 2z agag + bgbs + i(bjag — asby)
jakie dwie takie same liczby trzeba pomno- o S T T T N aZ + b2 T
. . 2 5+ b3
Zyé prZeZ Sleble, Zeby OUZymaé _1. MOZemy . Jak widaé udato sie usunaé i z mianownika. Po rozbiciu na utamki znowu otr liczbe
dac tylko jedna — i to dziwna — odpowiedz: Zi _ 6102+ biby biaz— asbs
. . ) s . . . = ] z T 2 2
jesttojestto i lub —i. Zobaczmy inne liczby: ‘ z2 a; + b; ay + b3
Samodzielnie sprawdzicie: z,/z,=7, oraz z‘/zs=?
&
V=4, -5, V-9 itd.
Sprobujmy zapisac to inaczej: A
V=4 =2i, -5 =+/5i, -9 =3iitd. Ryc. 5
Wykonajmy podstawowe dziatania:
z,+z,=(a,+a)+(b +b)i= Zy al oo I/ .
Dodawanie liczb zespolonych geometrycznie
* dodawanie — pogrupujmy teraz podobne /_"/""
ze sobg i... otrzymali$§my nowa liczbe 2 > Z3 =21+ 22
zespolona, s i
z +z,=a +bji+a,+bj . //
* odejmowanie — mozemy wykona¢ ana- :
logicznie jak dodawanie i otrzymujemy: 2
z,—z,=(a,—a)+ (b —b)i o
Zobaczmy, jak te operacje wygladaja na == I R TR ca—
plaszczyznie Wessela (ryc. 6 i 7). a
Czytelnik, ktory spotkat sie juz z ra-
chunkiem wektorowym, od razu rozpozna,
ze liczby zespolone dodajemy i mnozymy
ze soba tak samo jak wektory. Ma to duze Ryc. 6
znaczenie w fizyce teoretycznej.
J ’ -
‘," Pomnézmy dwie wybrane liczby pol przez siebi
p (dziatanie bedzie na niebiesko)
! -
as / D , . -
,,"' q Skorzystajmy z podobienstwa tréjkatow jak na rysunku i
3 ’ zobaczmy co otrzymalismy. Tréjkaty podobne zaznaczone
’," s3 takimi samymi kolorami
2.5 ,’ - .
y _+”  Tréjkat OAC jest podobny do OBD, _-""
/ | . a OAB do OCD ="
2 L _ -
4 ,"/_.J Poniewaz punkt A lezy w punkcie (1,0), moiemy traktowac i
-+ %a 7 L | liczby zespolone jako iloczyny 1 i z. Stad otrzymujemy z; -
1.5 “ 2% iezaleznie od kolejnosci dziatan
) - i ! _ Ryc. 7
.- - -
- - -
1 1 2202 - _Zj*Z3 = Zg- 2y
2. == Z--""
0.5
B
0
g - 05 - "4 15 2 25 3 3.5 4 4.5 5 55 6 6.5 7 7.5 B
L4 - !
S i
- 05 '
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Korzystajac z diagramu Arganda, mozemy odkry¢ inna posta¢ liczby zespolonej, bardzo przydatng, zwana postacia trygonome-

tryczna (ryc. 8).

Yy Postac trygonometryczna liczby zespolonej

4 ! = 3 —— 4
3 { Liczbe Z, mozemy wiec zapisac¢ jako:

3 \ z1 = B(cosyp + ising)
X

R [] 7 8 1] 10 n 12 [E] 1" 15 % 17 n

Ogoélnie mozemy wiec zapisac postac¢ trygonometryczna:

z = |z| (cosy + isiny) gdzie |z| = /2?2 + y2

Wykorzystujac te postaé, mozna odkry¢ kolejne ciekawe wiasciwosci liczb zespolonych:

1. Dodawanie

4 Ryc. 8

4 Ryc. 9

4 Ryc. 10

i
g
L —_—
6 3= 21+ 22
= 4
rd
5 e z; = ag + byi lub z; = |z (cosa + isina)
p
-
. P zs = s+ bat lub zs = |24 (cosp + ising)
-~
-
z1 P Ostatecznie
3 - 22
AN zg = ag+ byt lub zy = |zg| (cosy + isiny)
2 o o ‘ Mozna tez zapisacé
h 5 o zg = |zg| (cos(B + &) + isin{a — €3)
- U
! P Gdyby z, i z, byly potoZzone symetrycznie wzgledem prostej, czyli:
~,
z o — 3
. a 1 2 3 a4 5 (] T 8 a 10 g4 = - - = £p 14 15 16 17
1 2
-1 Wtedy
a+pB . a+p
-2 / zg = |23 (cos r: + isin P )
'/
2. Minozenie
12 p “f e -
,7 Zapiszmy dwie liczby zespolone w postaci trygonometrycznej: - -
1 z; = |z (cosa +isinx) -7~
8 e T zZe =
6 JPhe - =7
=" Pomnéizmy je przez siebie

-z

12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

Korzystajac z wzorow trygonometrycznych:

Z7

-4

WWW.CZASOPISMOMATEMATYKA.PL
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3. Dzielenie
12 e e
s -
P Podzielmy teraz przez siebie te dwie liczby:" -
, ° -
1 s z1 = |z (cosa + isinx) = -7
’l .- -
. ga -0+ 29 = | 23| (cosB + isin3)
< - -
. Otrzymujemy:
° - z1 |z cosa +isina
T 29 |zo| cosB +isin3
. P
Pt z; |z (cosa + isina)(cosP — isin3)
2 zs  |ze| (cosB + isinB)(cosB — isin3)
) ’.-/Zﬁﬁﬁ =6 + 2
- -
.;}ﬁ 2 = % ((cosaeos + sinasin3) + i(sinccosf — cosasinf3)) 32
. Zg2
-2 Korzystajac z wzoréw trygonometrycznych:
z ..
Z—I = |z1| |2e| (cos(a — B) + isin(a — B))
-4 2
‘ A

Ryc. 11

4. Potegowanie

Niech bedzie dana liczba: -

z = |z| (cosax + isinc)

Podniesmy do kwadratu:

B 22 = |z|? (cos2a + isin2a)

-
-
-

- Podniesmy do szescianu:
23 =|z|” (cos8a + isin3a)
Podniesmy do n-tej potegi:

z]' = |z4|" (cosna + isinna)

Ostatecznie otrzymujemy wzor Moivre'a:

- (cosa + isina)" = cosna + isinno ——

Ryc. 12

Jak wida, liczby zespolone wnosza bardzo duzo do naszego rozumienia rzeczywistosci. Sa cate dzialy matematyki im poSwiecone,
takie jak analiza zespolona. Sg one niezmiernie przydatne w fizyce i chemii, ale o tym moze innym razem.

mgr inz. Maciej Nowakowski
Nauczyciel matematyki, fizyki i chemii w CKZiU
w todzi. Popularyzator matematyki i fizyki.
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MATEMATYKA W BIEGU
—LIST ZWAKACJI

ak oto dobrneliSmy do poczatku kolejnego
roku szkolnego. Przed nami zatem znéw
obowiazki szkolne, tak lekcyjne, jak i te
pozalekcyjne; w szczegolnosci zajecia kota
matematycznego. Za nami wakacje — czas
wolny, odpoczynek, kanikula. .. Jak zwykle,
6w czas wolny skonczy! sie o wiele za szybko, by¢ moze
wiec w czasie wakacji nie catkiem powinni$my ulegac¢
wakacyjnemu nastrojowi, nawet jezeli obiektywne oko-
licznosci ,,spiskuja” przeciw nam, odbierajac nam tak
czas (Mistrzostwa Swiata w pilce noznej), jak i ochote
(niezno$ny upat) na jakikolwiek powazniejszy wysitek
intelektualny. Zapewne jednak pomimo tych niesprzy-
jajacych okolicznos$ci niektérzy z nas trafili na jakas
impreze wakacyjng typu kolonie, na ktérej trzeba bylo
wzigc udzial w organizowaniu czasu mtodym uczestni-
kom tejze imprezy. Jednak wakacje (i kolonie) rzadza sie
swoimi prawami, nalezy wiec sie spodziewac, ze dzieci
beda chciaty robi¢ na nich wszystko, tylko nie zajmowac
sie matematyka czy jakimkolwiek innym przedmiotem
szkolnym: beda wolaty raczej opalac sie, kapac, gra¢
w pilke, biegac.. ., czyli robi¢ klasyczne ,,nic”.

Zatem, jako nauczyciele matematyki, biorgc udziat
w takich imprezach, mogliby$my sie spodziewac, Zze my
réwniez bedziemy miec raczej wolne od nauczania i nie-
specjalnie bedziemy angazowani w organizacje jakich-
kolwiek zaje¢. Przeciez w programie zaje¢ wakacyjnych
niewatpliwa przewage nad innymi ich rodzajami majg
zajecia typu ,,wychowanie fizyczne”. Gdzie tu miejsce
na matematyke? Nie widac... Hura, rzeczywiscie po-
winniSmy mie¢ wolne. A jednak... we wsp6lczesnym
Swiecie na matematyke natykamy sie wszedzie, nawet
w czasie wolnym, nawet w sporcie. A ze sportem wiasnie
mozemy miec do czynienia o wiele czeSciej w czasie wa-
kacyjnych imprez dla dzieci niz w ciagu roku szkolnego.
Cho¢, co oczywiste, nie znaczy to, ze na takie problemy
nie natkniemy sie réwniez w ciggu roku szkolnego.

Jaki$ czas temu, bo w roku 2002, redakcja ,,Matema-
tyki” przekazata mi list jednego z Czytelnikow (niestety,
nie zachowalem go, wiec nie moge go dokladnie cy-
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towac), w ktorym ten pytat, jak sensownie zorganizo-
wac szkolne zawody w biegu tak, Zeby mie¢ pewnos¢,
ze w zawodach tych kazdy uczen bezposrednio zmierzy
sie z kazdym. W istocie Czytelnikowi temu chodzito
o to, zeby ustali¢:

Jaka jest najmniejsza liczba biegéw po 10 uczestni-
kéw kazdy, jaka nalezy zorganizowad, zeby sposréd
40 uczestnikow zawodéw kazdy z nich pobiegl w ja-
kims biegu z kazdym innym uczestnikiem?
Oczywiscie, problem nie jest wakacyjny, o czym $wiad-
czy samo pochodzenie i sformutowanie zadania — chodzi
w nim o zawody szkolne, powstat on bowiem w czasie
roku szkolnego. Niemniej, o ile w ciagu roku szkolne-
go problem taki moze sie pojawi¢, a zwlaszcza dotrze¢
do nauczyciela matematyki, raczej wyjatkowo, to wy-
daje sie, Ze w czasie wakacji mamy znacznie wieksze
szanse, zeby z nim sie zetkna¢, jako ze ,,w programie
zaje¢ wakacyjnych niewatpliwa przewage nad innymi
ich rodzajami maja zajecia typu WF...”. Dlatego wydaje
sie, ze przelom wakacji i nowego roku szkolnego jest
wlasciwym momentem, aby zajac sie takim problemem.

Ale poniewaz Mistrzostwa Swiata w pilce noznej
i czerwcowy upat maja wplyw réwniez na piszacego te
slowa, pozwole wiec sobie zacytowac ponizej bez zmian
moja niegdysiejsza odpowiedz (stad forma listu skiero-
wanego do pojedynczej osoby) na wspomniany wyzej
list Czytelnika. Zanim jednak przejdziemy do tej odpo-
wiedzi, zauwazmy, ze problem sformutowany w liscie
jest szczego6lnym przypadkiem nastepujacego, bardziej
og6lnego problemu:
Jaka jest najmniejsza liczba biegéw po k uczestni-
kéw kazdy, jaka nalezy zorganizowac, zeby sposréd
n uczestnikéw zawodéw kazdy z nich pobiegl w ja-
kims biegu z kazdym innym uczestnikiem?
A teraz juz zapowiadana odpowiedz:
Problem, ktdrego dotyczy nadestane przez Pana zadanie,
jest, niestety, problemem trudnym i — jak to wydaje sie
wynikac z przegladu literatury — dotychczas nie zostat on
rozwiazany w postaci og6lnej. W istocie tylko dla nie-
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wielu par (1, k) znana jest najmniejsza liczba wymaganych

biegéw. Zadanie to wydaje sie by¢ kolejnym, do$¢ typowym

przykladem zadania-putapki z kombinatoryki skonczonej:
latwo sie je formutuje, trudno rozwiazuje.

Oczywiscie, w literaturze przedmiotu sam problem for-
mulowany jest najczesciej w postaci abstrakcyjnej, cho¢
zdarzajq sie ujecia mniej formalne, a bardziej podobne
do Panskiego, tzn. dotyczace zawod6w sportowych, tur-
niejow, zakladéw totolotka itp. W swej ogolnej postaci
problem ten dotyczy nastepujacego pojecia:

* (n, k, )-pokryciem nazywamy taka rodzine K podzbio-
réw k-elementowych n-elementowego zbioru A, ze kazdy
podzbidr [-elementowy zbioru A zawarty jest w co naj-
mniej jednym zbiorze z rodziny K.

Mimo iz pojecie to samo w sobie jest juz do$¢ ogdlne, czesto
spotyka sie jego dalsze uogoélnienia i warianty. W szcze-
gblnosci zamiast ,jednego zbioru z rodziny K” zada sie
,»m zbioréw z rodziny K” [wtedy méwimy o (n, k, I, m)
—pokryciu], a warunek ,,co najmniej” zastepowany bywa
warunkiem ,,dokladnie” (tzw. uklady Steinera).

Powinno by¢ jasne, ze organizowanie biegéw wsrod n za-
wodnikow w taki sposob, ze w kazdym biegu wezmie
udziat k sposréd nich, a kazdy zawodnik bedzie cho¢
raz biegl z kazdym innym, jest w istocie definiowaniem
(n, k, 2)-pokrycia.

Podstawowym pytaniem jest tu, oczywiscie, pytanie
o najmniejszg liczbe elementéw danego pokrycia czy ukla-
du dla danych n = k > I (m). Historia tego pytania, w jego
r6znych mozliwych sformutowaniach, moze zostaé przesle-
dzona wstecz, az do pracy Steinera Combinatorische Auf-
gabe z 1853 roku, zamieszczonej w 45 tomie Journal fiir die
reine und angewandte Mathematik. Do dzisiaj ukazato sie
sporo prac (w tym ksiazek) zwiazanych z ta problematyka,
a ona sama stata sie do$¢ obszerng, samodzielna dziedzing
badan znana pod angielska nazwa (combinatorial) designs,
packings and coverings (konfiguracje, upakowania i po-
krycia). Jednak Zadna z opublikowanych prac nie wydaje
sie zawiera¢ ogolnej teorii rozwigzywania tego typu pro-
bleméw, a w szczegblnos$ci nie ma w nich ogélnego wzoru
wyznaczajacego najmniejszg moc odpowiedniego pokrycia.
Wzoru takiego nie podaje np. Handbook of Combinatorics
z 1995 roku, co pozwala, moim zdaniem, twierdzi¢, ze wzor
taki po prostu nie istnieje. Nawet w swej uproszczonej po-
staci, takiej jak w podanym przez Pana zadaniu, a wiec do-
tyczacej (n, k, 2)-pokry¢, nie jest znana og6lna odpowiedz
na pytanie o minimalng moc takich pokry¢. Co wiecej, po-
szczegoblne prace dotyczace tej problematyki pelne sa roz-
wazan ,,po przypadkach” oraz indywidualnych konstrukcji
odpowiednich pokry¢, do$¢ czesto bardzo specyficznych dla
poszczego6lnych, rozwazanych w danej pracy przypadkéw.

W pracach tych czasami pojawiaja sie rownos$ci wyzna-
czajace najmniejsza moc zadanego pokrycia, choc czesciej
mozna w nich znalez¢ pewne oszacowania, zwykle dol-
ne, tej liczby. Latwo zauwazy¢, ze liczba ta [oznaczana
C(n, k, I) dla (n, k, I)-pokry¢] jest nie mniejsza niz symb-
N(n, I)/symbN(k, I), gdzie symbN(n, I) oznacza symbol
Newtona ,,n po 1”. W polowie lat osiemdziesiatych udo-
wodniono, Ze iloraz ten stanowi w istocie asymptotyczng

warto$¢ C(n, k, ) przy n — oo. Natomiast mniej wiecej od
roku 1960 wiadomo, Ze liczba ta jest w istocie nie mniejsza
niz [ (k) [(n - Dik— D) T(n =20k -2) ... [(n =1+ 1)
/(k — 1 +1)1... T[], gdzie [ x| oznacza najmniejsza liczbe
calkowita nie mniejszq od x (tzw. gorna cze$¢ catkowi-
ta lub sufit), a powyzsze wyrazenie oznaczane jest jako
L(n, k, I). Przy tym wiadomo takze, iz warunkiem koniecz-
nym i dostatecznym réwnosci C(n, k, I) = L(n, k, I) jest
istnienie tzw. (n, k, [)-ukladu Steinera.

W szczegdblnosci dla | =2 mamy: C(n, k, 2) 2 L(n, k, 2) =
=[k)[(n-Dik- 171

Wiadomo, ze dla k = 3, a wiec dla pokry¢ zbiorami tr6j-
elementowymi, mamy réwno$¢ C(n, 3, 2) = L(n, 3, 2) dla
wszystkich n (lata 60.), ale juz dla k =4 mamy: C(n, 4, 2) =
=L, 4,2),n#7,9,10,19; C(n, 4,2) = L(n, 4,2) + 1,
n=7,9,10; C(19, 4, 2) = L(19, 4, 2) + 2 (lata 70.). Znane
sa réwniez niektore, ale nie wszystkie, wartosci C(n, 5, 2)
(lata 80.190.).

Z powyzszego wydaje sie jasno wnika¢, ze jedna z ,linii
rozwojowych” ataku na ten problem przebiega po kolejnych
wartoSciach ki ze na razie wysitki utknely przy k= 5. A po-
niewaz napotykane tu trudnosci wydaja sie by¢ olbrzymie
w poréwnaniu z trudnosciami dla poprzednich wartosci k,
zatem zanim badania dotra do interesujacej Pana warto$ci
k =10, moze to jeszcze potrwac. I to bardzo diugo!

Inna ,linia ataku” prowadzi przez iloraz k/n. Ale réw-
niez tutaj wyniki nie s imponujace. Znane sa na przyktad
warto$ci C(n, k, 2) dla wszystkich par n, k takich, ze n/2 <
<k <n, a wiec dla warto$ci ilorazu k/n lezacej w przedziale
[¥%; 1], ale uzyskano je w potowie lat 80. i od tego czasu
nie wydaje sie, Zeby dokonano tu jakiegokolwiek postepu.
Takze réwniez tutaj nie nalezy sie raczej spodziewac szyb-
kiego przelomu i dojscia do ilorazu k/n réwnego %, z jakim
mamy do czynienia, gdy k = 10, an = 40.

Oczywiscie, nie sq to wszystkie znane wyniki, ale w zasa-
dzie wszystkie w jakims sensie ,,systematyczne” — pozostate
wydaja sie by¢ mocno fragmentaryczne lub izolowane.

Jedyne, co mozna powiedzie¢ od razu i na pewno o C(40,
10, 2), a wiec minimalnej liczbie biegéw dziesiatkami
w grupie 40 zawodnikéw, to to, Ze wartoS¢ ta miesci sie
miedzy L(40, 10, 2) = 20 a symbN(8, 2) = 28 (dzielimy za-
wodnikéw na 8 grup po 5i zestawiamy dziesiatki ze wszyst-
kich par piatek). W istocie obydwa ograniczenia mozna
poprawi¢: dolne do 21 [bo nie istnieje (40, 10, 2) — uklad
Steinera, patrz wyzej], a gérne do 26. To drugie uzyskuje sie
dzieki do$¢ tatwej zaleznosci ogolnej C(gn +r, gk +r, ) <
<C(n, k, ), ktora stosujemy tudlaqg=3,n=13,r =1,
k=3, oraz temu, ze wiadomo (patrz wyzej), iz C(13, 3, 2) =
=[(13/3)[12/27]=26. Na mocy tej samej zaleznosci, za-
stosowanej dla g = 2, n =20, r = 0, k = 5, grnym ograni-
czeniem jest tez liczba C(20, 5, 2), ale, niestety, nie mam
dostepu do artykutu, w ktérym ja podano, a wiec nie wiem,
czy jest mniejsza od 26.

To chyba wszystko, co udato mi sie ustali¢ w zwiazku
z Panskim problemem.

Adam Morawiec
Wyktadowca w Pracowni Dydaktyki Instytutu

Matematycznego Uniwersytetu Wroctawskiego.
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ZARYS PROG
NAUCZANIA
TRYGONOMETRII W USA

Trygonometria jako nauka nie ulega zmianom, jednakze tresci
nauczania podyktowane oczekiwaniami programow uniwersyteckich
i rynku pracy z pewnoscig roznig sie pomiedzy krajami. W ponizszym
artykule chciatbym przedstawic¢ zarys programu nauczania
trygonometrii w szkotach srednich w USA.

high school (odpowiednik pol-
skiego liceum) trygonometria jest
polowa rocznego kursu przygoto-
wawczego do rachunku réznicz-
kowego i catkowego, tzw. Pre-AP
Pre-Calculus, ktéry uczniowie
zwykle poznaja w klasie III. Warto doda¢, ze uczniowie -
maja Srednio okolo 4 godzin matematyki w tygodniu. yi= cos(x)
Trygonometria traktowana jest jako jednosemestralny
kurs matematyki zarébwno w szkolach $rednich, jak
i na uniwersytetach. Przedmiot trygonometrii nie tylko
obejmuje wiedze o funkcjach trygonometrycznych, ale
réwniez podkredla ich aplikacje, szczegélnie w naukach Metodologia rozwigzania
przyrodniczych. rdwnania trygonometrycznego'
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OGOLNA BUDOWA PROGRAMU
Program trygonometrii jest zbudowany progresywnie.
Uczniowie poznajg rézne miary katéw i budowe funk-
cji trygonometrycznych: y = sinx, y = cosx i y = tanx.
Wykresy, techniki znajdowania wartosci tych funkcji dla x
€ R radiudowadnianie tozsamosci trygonometrycznych sa
jego integralng czescia. Nastepnym etapem jest poznawanie
funkcji cyklicznych (inverse) y = arcsinx, y = arccosxiy = arc-
tanx. Funkcje cykliczne oznaczane sq réwniez jako y = sin"'x
Wprowadzenie funkcji cyklicznych podyktowane jest
miedzy innymi potrzebg poznania techniki rozwig-
zania réwnan trygonometrycznych, stosujac wiasno$¢
zlozenia funkcji f(f(x)) = x.
Aby wiec rozwiazac:

NE)

Cosx = —,
2

uczniowie aplikuja cos™ do obydwu stron réwnania;

5]

cos(cosx) = COSl[ 2

i otrzymuja:
5 ]

— -1
X = CO0S [ )

ktoére to rownanie mozna dalej rozwigza¢ w zaleznosci od
podanego interwalu. Warto doda¢, Ze metodologia rozwig-
zywania trygonometrycznych réwnan oparta jest na znajdo-
waniu przecie¢ systemu dwoch réwnan: funkcji trygonome-
trycznej i funkcji liniowej. Na przyktad we wspéhrzednych
XY réwnanie:

COSX = —
2
bedzie graficznie przedstawione jako system:
3
y,=cosxiy,=—,
2
ktérego rozwiagzaniami sa:
s 117
=—lubx=—(ryc. 1).
5 5 (tyc. 1)
Idea przeciecia dwdch funkcji jako reprezentujaca roz-
wigzania jest czesto stosowana zaréwno z uzyciem graficz-

nego kalkulatora, jak i w sytuacjach, kiedy znane metody
zawodza, na przyklad 3* = x°.

Funkcje cykliczne dyskutowane sg tez z perspektywy re-
strykcji ich dziedzin, tak by speliaty one warunek funkcji.
Dalszym etapem studiowania funkcji trygonometrycznych
sa funkcje budowane poprzez odwrécenie funkcji podsta-
wowych, tak wiec:

1
sin x

=secxiy= = cotx.

y= = csex, y =

cosX tan x
W jezyku angielskim funkcje te nazywane sa reciprocal
trigonometryc functions. Ich korespondujace funkcje cy-
kliczne (nazywane w jezyku angielskim inverse functions)
sa nastepujace: y = arcsecx, y = arccscx iy = arccotx. Celem
wprowadzenia tych funkcji jest umozliwienie znajdowania
wartosci katow, kiedy wartosci funkcji y = cscx, y = secx
iy = cotx sg podane. W tabeli 1 zawarto zestawienie
wszystkich funkcji trygonometrycznych, ktére wlaczane sq
W program nauczania.

Chciatbym w tym miejscu doda¢ dygresje na temat
tlumaczen nomenklatur funkcji. Wedhug stownika na-
ukowo-technicznego angielsko-polskiego?, obydwa okre-
Slenia angielskie inverse functions i reciprocal functions
thumaczone sa na jezyk polski jako funkcje odwrotne. Nie
jest to zupehnie Sciste ze sposobem, w jaki te funkcje sa
przedstawiane w podrecznikach angielskojezycznych do
matematyki. Jesli y = f(x) jest dana funkcja, jej inverse jest
budowany poprzez zamiane jej zmiennych x = f(y) i roz-
wigzanie tego réwnania na y, co prowadzi do f'(x) =y
nazywa sie wiec inverse of f(x).

Natomiast reciprocal funkcji f(x) jest budowany poprzez

1
m, ktére to wyrazenie moze okresla¢ nowa funkcje g(x).

ﬁ = g(x) nazywa sie reciprocal of f(x).

Mozna zapisa¢ proces znajdowania reciprocal jako
[f() 1. Jednakze f'(x) i [f(x)]"! symbolizuja tu rézne ope-
racje na funkgji f(x). Sumujac, funkcje inverse i reciprocal
sa budowane poprzez dwie diametralnie r6zne operacje
matematyczne®.

Wydaje sie, ze funkcje, ktére sa budowane poprzez znaj-
dowanie:

1

f(x)
moga by¢ przettumaczone na jezyk polski jako funkcje
odwrotne.

Tabela 1. Funkcje trygonometryczne w programie szkoty Sredniej w USA

Rodzaj funkcji Sinus Cosinus Tangens
Podstawowe y =sinx Yy = cosx y =tanx
Cykliczne do podstawowych y =sinx y=cos'x y=tan'x
Reciprocal do podstawowych Yy = cscx y = secx y = cotx
Cykliczne do funkcji odwrotnych y=csc'x y =secx y =cot'x
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Natomiast funkcje f'(x) bytyby przettumaczone jako
cykliczne lub moze inwersyjne? Rozréznienie tych funk-
¢ji w thumaczeniach wydaje sie potrzebne, tym bardziej ze
znajdowanie funkcji reciprocal i inverse jest czesta operacja
matematyczng dokonywana nie tylko na funkcjach trygo-
nometrycznych, ale réwniez na funkcjach algebraicznych.
Na przyklad inverse funkcji g(x) = v/x, x > 0 jest funkcja
gl(x)=x.

Natomiast funkcjg odwrotna (reciprocal) do g(x) = v/x
bedzie funkcja:

1
k(x) NS

Tak wiec nazywanie obydwdch:
L
f(x)
jak to jest czynione w stownikach, funkcjami odwrotnymi

moze prowadzi¢ do nieporozumien szczegdlnie wsrod stu-
dentéw z Polski, ktérzy decyduja sie studiowac w USA.

gx) = if'x) =y,

SPOSOB PRZEDSTAWIANIA PROCESOW
RYSOWANIA WYKRESOW FUNKCJI
TRYGONOMETRYCZNYCH
Podobnie jak w programach polskich, tak tez w USA wpro-
wadza sie wykres podstawowej funkcji trygonometrycznej,
korzystajac z wlasnosci okresowosci. Podobnie jak w pol-
skich programach, do oszacowania wartodci tych funkcji
korzysta sie z tzw. okregu jednostkowego (unit circle).
Bardziej kompleksowe funkcje trygonometryczne w for-
mach fix) = Aflk(x — p)] + g rysuje sie, korzystajac
z transformacji funkcji podstawowych. Wymagane jest
réwniez, by student potrafit narysowa¢ nie tylko funkcje
podstawowe, ale rowniez odwrotne.

Nalezatoby doda¢, ze rysowanie funkcji, stosujac transfor-
macje, jest bardzo podkreslane w innych kursach matema-
tyki w szkolach srednich w USA. Dzieki temu rysowanie
kompleksowych wykreséw funkcji trygonometrycznych nie
jest dla uczniéw trudne. Oczekuje sie réwniez, Ze uczniowie
potrafig znalez¢ algebraiczna postaé wykresu.

APLIKACJE

Uczniowie stosuja funkcje trygonometryczne do rozwia-
zywania trdjkatow podobnie jak w polskich programach
nauczania. Stosuja réwniez prawo sinuséw i cosinu-
soéw. Z uwagi na duzy nacisk rozumienia pojecia funkcji
w amerykanskich programach do matematyki, duzo uwagi
poswieca sie aplikacjom, korzystajac réwniez z radialnej
miary katow. Wprowadza sie na przyklad pojecie miary
katowej polozenia ciata i jego predkosci katowej, ktére to
pozniej wykorzystuje sie do budowy funkcji opisujacej ruch
periodyczny. Oczekuje sie, ze uczniowie potrafia zbudowac
funkcje jednowymiarowego potozenia ciata lub predkosci
w ruchu harmonicznym dla dowolnej poczatkowej war-
tosci. Uczniowie muszq wiedzie¢, ze odpowiednikiem
maksymalnego potozenia ciala w ruchu harmonicznym
jest amplituda funkcji, a takze zna¢ ogdlna posta¢ funkcji
harmonicznej:

WWW.CZASOPISMOMATEMATYKA.PL

KOLO MATEMATYCZNE

2
f(t) = Asin [%t] , gdzie T oznacza okres funkcji.

W zwiazku z aplikacjami uczniowie musza tez by¢ zapo-
znani z rozwigzaniem réwnan trygonometrycznych nie tyl-
ko wowczas, kiedy wielkoScig szukang jest kat wyrazony
w stopniach lub radianach, ale réwniez wtedy, kiedy wiel-
koscia szukang jest czas, na przyklad:

cos[zt]:o.
3

Szeroka gama aplikacji stwarza mozliwosci modelowania
funkcji trygonometrycznych z uzyciem symulacji fizycz-
nych?. Przedstawianie uczniom aplikacji trygonometrii,
szczeg6lnie w fizyce lub biologii, przyczynia sie do po-
prawy zrozumienia trygonometrycznych zagadnien oraz
pobudza naukowe myslenie uczniéw i pomaga w zrozu-
mieniu zjawisk przyrodniczych.

ZAGADNIENIA UZUPELNIAJACE

W dziale trygonometrii uczniowie poznajq réwniez ele-
menty geometrii analitycznej, na przyklad operacje na
wektorach, wlaczajac iloczyn skalarny i wektorowy oraz
znajdowanie kata pomiedzy wektorami. Przeksztalcanie
wspohzednych prostokatnych na polarne i rysowanie wy-
kresow podanych w polarnych wspéhzednych na przyklad
r=a = bcos(a) lub r = acos(na) réwniez jest wymaga-
ne. Uczniowie musza umie¢ przedstawic¢ liczby urojone
W postaci trygonometrycznej i zastosowac twierdzenie
De Moive. Dzial ten obejmuje réwniez inne zagadnie-
nia, ktére nauczyciel moze realizowac, jesli czas na to
pozwala.

PODSUMOWANIE

Przedmiot trygonometrii nie jest fatwy dla uczniow. Trudna
jest szczegdlnie kompleksowo$¢ réznych rodzajéw funkcji,
z ktdrych nie wszystkie maja odpowiedniki w poznanych
wezesniej funkcjach algebraicznych. Program ten ma na
celu przygotowanie uczniéw do kontynuowania studiowa-
nia rachunku rézniczkowego i catkowego, a takze fizyki
zarowno w szkole $redniej, jak i na studiach. Jako taki,
program ten spelnia te warunki bardzo dobrze.
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AUTOR: ZYGMUNT KRAWCZYK

TROJKAT PROSTOKATNY
KATY

W kolejnej serii zadan o trojkacie prostokatnym obliczamy pola
i obwody trojkatow oraz dtugosci odcinkdow. W kazdym zadaniu
jedng z danych jest wartosc¢ pewnej funkcji trygonometrycznej
jednego z katow ostrych.

, Oblicz pole i obwod trojkata

Oblicz pole i obwod trojkata

prostokqtnego wiedzac, ze dlugos¢
wysokosci poprowadzonej z wierzchotka
kata prostego h = 4 oraz sina = 0,6, gdzie

« jest miarg jednego z katéw ostrych.

Oblicz pole i obwod trojkata
prostokatnego, znajac dtugosé srodkowej
poprowadzonej z wierzchotka kata
prostego s = 6 oraz cosa = %, gdzie a jest

miarg jednego z katow ostrych.

Oblicz pole i obwod trojkata
prostokatnego, znajac dtugos¢ dwusiecznej
poprowadzonej z wierzchotka kata
prostego d = 12 oraz tga = 3, gdzie o jest

miarg jednego z katow ostrych.

W tréjkacie prostokatnym ABC

poprowadzono z wierzchotka kata

prostego wysokos¢ CD. Oblicz pole

i obwad tego trojkata, jezeli [BD| =

oraz sina = 0,25, gdzie a = |£BAC]|.

W tréjkacie prostokatnym ABC

poprowadzono z wierzchotka kata

prostego dwusieczng CD. Oblicz pole

i obwdd tego trojkata, jezeli dtugos¢

odcinka |[AD| =
= |£BAC]|.

5 oraz tga = 2, gdzie

prostokatnego, znajac dtugos¢é promienia
okregu wpisanego w ten trojkat r = 2 oraz
sina = 0,8, gdzie « jest miarg jednego

z katow ostrych.

W tréjkacie prostokatnym ABC
suma dtugosci przyprostokatnych AC i BC
wynosi s = 12. Oblicz pole tego trojkata,
jezeli sina = ?5, gdzie o jest miarg

jednego z katéw ostrych.

W tréjkacie prostokatnym ABC
suma dtugosci przyprostokatnej BC

i przeciwprostokatnej AB wynosi s = 27.
Oblicz pole tego trojkata, jezeli

sina = %, gdzie a = |£BAC|.

Obwad trojkata prostokatnego
ABC o przeciwprostokatnej AB wynosi
s = 12. Oblicz pole tego trdjkata, jezeli
sina = ?5, gdzie o jest miarg jednego

z katow ostrych.

W tréjkacie prostokatnym ABC
poprowadzono z wierzchotka kata
prostego wysokos¢ CD. Oblicz pole tego
trdjkata, jezeli pole tréjkata BDC

jest rowne S = 15 oraz cosa = +/0,7,

gdzie a = |£ZBAC|.
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, W trojkacie prostokatnym ABC

poprowadzono z wierzchotka kata
prostego wysoko$¢ CD i srodkowa CE.
Oblicz pole tego trojkata, jezeli pole
tréjkata CD]:Z/iiest rowne S = 10

oraz sina = R gdzie o = |£BAC].

reLENIERPY W tréjkacie prostokatnym
ABC poprowadzono z wierzchotka kata

prostego wysoko$¢ CD i dwusieczng
CE. Oblicz pole tego trojkata, jezeli pole
tréjkata CDE jest rowne S = 7,2 oraz cosa
= 0,8, gdzie

= |£BAC]|.

reLENIERE] W tréjkacie prostokatnym

ABC poprowadzono z wierzchotkéw

katow ostrych srodkowe AD i BE. Oblicz
dhugosé srodkowej BE, jezeli |AD| = /34
oraz tga = 2, gdzie o = |£BAC]|.

reLENIEREY W tréjkacie prostokatnym
ABC poprowadzono z wierzchotkéw

katow ostrych dwusieczne AD i BE.

Oblicz dtugos¢ dwusiecznej BE, jezeli

|AD| = v/2 + /14 oraz cosa = 0,75,
gdzie a = |£BAC|.

reLENIERE] W trgjkacie prostokatnym ABC

dhugosc¢ promienia okregu dopisanego
stycznego do przyprostokatnej AC jest
rowna r, = 8. Oblicz dtugosc¢ promienia
okregu dopisanego r, stycznego do
przyprostokatnej BC, jezeli tga = 0,75,
gdzie o = |£BAC].

e NN W trojkat prostokatny ABC
wpisano kwadrat CDEF tak,

ze wierzchotki D i F lezg
odpowiednio na przyprostokatnych
AC i BC, a wierzchotek E lezy na
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przeciwprostokatnej AB. Oblicz dtugos¢
odcinka BF, jezeli |AD| =
|/BAC].

7 oraz
_<3 B oy
cosa = 3 gdzie o =

W tréjkat prostokatny ABC
wpisano kwadrat DEFG tak, Ze jego

wierzcholtki D i E leza na przeciw-
prostokatnej AB, a wierzchotki F i G leza
odpowiednio na przyprostokatnych BC

i AC. Oblicz dtugos¢ odcinka BE, jezeli
|AD| =

gdzie a =

25 oraz tga = 0,6,
|£BAC].

reLENIERE] W tréjkat prostokatny
ABC wpisano kwadrat DEFG

tak, ze jego wierzchotki D i E
leza na przeciwprostokatnej AB,
a wierzchotki F i G leza odpowiednio

na przyprostokatnych BC i AC. Oblicz

dtugoéé odcinka CE, jezeli |CD| = V13
oraz sina = /0,2, gdzie a = |£BAC|.

reLENIERE] W trojkat prostokatny ABC

o0 przeciwprostokatnej wpisano dwa
kwadraty: kwadrat CDEF tak, ze jego
wierzcholki D, E i F leza odpowiednio

na bokach AC, AB i BC oraz kwadrat
GHJIK tak, ze jego wierzchotki G i H leza
na przeciwprostokatnej AB, a wierzchotki
Ji K leza odpowiednio na
przyprostokatnych BC i AC. Oblicz
dhugos¢ boku kwadratu CDEF, jezeli
dtugos¢ boku kwadratu GHJK jest réwna
a = 6+/5 oraz cosa = &,

gdzie o = |£BAC].

e ENEPA) Na zewnatrz trojkata
prostokatnego ABC o przeciwprostokatnej

AB zbudowano kwadrat ADEB. Oblicz
dhugos¢ odcinka CE, jezeli |[CD| = +/26

oraz tga = 0,5, gdzie a = | £ZBAC|.
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Zadanie 21

Na zewnatrz trojkata prostokatnego ABC
o przeciwprostokatnej AB zbudowano
dwa kwadraty BDEC i CFGA. Oblicz
dhugos¢ odcinka BG, jezeli |AD| = +/58
oraz cosa = 0,8, gdzie a = |£BAC]|.

Zadanie 22

Na zewnatrz tréjkata prostokatnego ABC
o przeciwprostokatnej AB zbudowano
dwa tréjkaty rownoboczne BDC i CEA

o srodkach odpowiednio P i Q. Oblicz
dhugos¢ odcinka BQ, jezeli |AP| = 19
oraz sina = %, gdzie a = |£BAC|.

ODPOWIEDZI
P:%O,Lzzo
P=162,L =8-(24++/2)
P=192,L=16-(2v2++/5)
P =3215,L =8-(5++/15)
P=451L1=3(5+35)
eWENEY P =24,L =24

P=16

reLENEY P = 67,5

P=18-(7—35)
y£LENICR0] P =50

P =36

P=105

Zadanie 23

Na przeciwprostokatnej AB tréjkata
prostokatnego ABC obrano punkty
DiE tak, ze |AD| = |DE| = |EB|. Oblicz
dhugos¢ odcinka CE, jezeli |CD| = /14
oraz tga = \E, gdzie a = |£BAC]|.

Zadanie 24

Na przeciwprostokatnej AB tréjkata
prostokatnego ABC obrano punkty Di E
tak, ze |ZACD| = |£DCE| = |ZECB].
Oblicz dtugosc¢ odcinka CE, jezeli

|CD| = 9 oraz tga = 2+/3,

gdzie a = |£BAC|.

|BE| = 8,5
BE =
r,=12
|BF| = 14
|BE|=9
|CE| = V10
|GH]| = 14
|CE| =25
|BG| = /65
BQ|=+21
|CE| =11
CE| =743

Zygmunt Krawczyk

Nauczyciel matematyki ZSP w Szprotawie
i SLO w Zarach. Autor zadan i artykutow.

MATEMATYKA | WRZESIEN/PAZDZIERNIK 2018



NOWE TECHNOLOGIE W MATEMATYCE

AUTOR: JANUSZ KARKUT

MATEMATYKA Z GEOGEBRA
PUNKTY SZCZEGOLNE TROJKATA

rzy pomocy narzedzia Wielokat utwérz
tréjkat ABC. Poprowadz prosta prosto-
padia do AB przez punkt C, uzywajac
narzedzia Proste prostopadle, zaznacz
punkt przeciecia tej prostej z bokiem
AB(D), utwérz odcinek CD i ukryj pro-
sta, klikajac Pokaz obiekt. Odcinek CD jest
jedna z wysokosci trojkata ABC.

6

5

\L L A A

Skonstruujmy jeszcze dwusieczng kata BAC,
wybierajac narzedzie Dwusieczna kata i klikajac
kolejno na punkty B, A, C, symetralng boku BC
(przy pomocy narzedzia Symetralna tworzymy
symetralng; klikamy na punkty Bi C lub na odci-
nek BC) oraz srodkowa boku BA [przy pomocy
narzedzia Srodek znajdujemy $rodek boku BA (E)
i tworzymy odcinek CE].

Skonstruujmy teraz tréjkat rownoboczny. Mozemy to zrobi¢ na dwa sposoby:
a) Tréjkat tworzymy przy pomocy narzedzia Wielokat foremny: wybieramy to narzedzie, a w oknie dialogowym

wpisujemy 3.

b) Tworzymy odcinek AB, a nastepnie przy pomocy narzedzia Okrag o danym Srodku przechodzacy przez punkt
tworzymy dwa okregi: okrag o Srodku A przechodzacy przez B i okrag o Srodku B przechodzacy przez A. Nastepnie
znajdujemy punkt przeciecia sie tych okregéw i taczymy punkty A, B, C.

-10

16 18 20 22 24 26

Podobnie konstruujemy tréjkat rownoramienny — z tym Ze okregi tworzymy przy pomocy narzedzia Okrag o danym

Srodku i promieniu.
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CWICZENIA

Skonstruujmy tréjkat o bokach dtugosci 8, 6 i 4. Przy pomocy narzedzia Odcinek o okreslonej dlugosci tworzymy odcinek AB
o dhlugosci 8. Nastepnie przy pomocy narzedzia Okrag o danym Srodku i promieniu tworzymy dwa okregi: Okrag o srodku
A i promieniu 6 oraz okrag o $rodku B i promieniu 4. Przy pomocy narzedzia Przeciecie dwéch obiektéw znajdujemy punkty
C i D przeciecia sie okregow i tworzymy dwa (przystajace) tréjkaty spetniajace podane warunki.

18 20 22 24

Pokaz, ze nie mozna utworzy¢ trdjkata o bokach dhigosci 8, 5, 2.

Utworz Srodek okregu wpisanego w tréjkat ostrokatny oraz Srodek okregu opisanego na tréjkacie ostrokatnym.

Utworz ortocentrum trojkata ostrokatnego ABC (punkt przeciecia sie prostych zawierajacych wysokosci tréjkata — D).

RERS

Przy pomocy narzedzia Przesun zmien tréjkat na rozwartokatny. Co dzieje sie z punktem D? W jakim tréjkacie ortocentrum pokrywa
sie z wierzchotkiem?

Janusz Karkut
Nauczyciel matematyki, AZPO Lubawa.
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AUTOR: MAGDALENA ZOENIERCZYK

KONSTRUKCJE
GEOMETRYCZNE

ezeli chodzi o odgorne zalecenia, to w mo-
mencie ostatnich zmian konstrukcje zostaly
»przeniesione” do szkoly ponadpodstawowe;j.
Niestety, jest to temat mogacy by¢ postrzega-
ny jako nieco problematyczny dla nauczycieli.
Z jednej strony mamy bowiem obowiazek uczy¢
ich wykonywania, a z drugiej strony trzeba przyznac,
zZe raczej trudno znalez¢ te zagadnienia w pytaniach
podczas egzaminow zewnetrznych. Dlatego tez czasa-
mi mozemy w tym temacie realizowa¢ plan minimum,
to znaczy zrobi€ tylko to, co musimy, pokaza¢ uczniom
konieczne konstrukcje, ale potem juz nie przywigzywac

WWW.CZASOPISMOMATEMATYKA.PL

Jakie miejsce zajmujg obecnie konstrukcje geometryczne

W nauczaniu matematyki? Mysle, ze trudno udzieli¢ na to
pytanie jednoznacznej odpowiedzi. Na pewno duzo zalezy

od indywidualnego podejscia nauczyciela i nacisku ktadzionego
przez niego na ten element edukacji matematycznej,

jakim jest umiejetnos¢ wykonywania konstrukcji.

do nich wiekszej wagi. Dla por6wnania warto zajrzec¢
do starszych podrecznikéw do nauki geometrii, w kto-
rych konstrukcje zajmuja bardzo duzo miejsca. Dlaczego
przez lata byly one tak wazne? Poniewaz ucza wyobrazni
geometrycznej, z ktdra, niestety, nasi uczniowie coraz
czesciej miewaja problem. Dlatego tez, pomimo iz raczej
nikt nie bedzie kazat wykonywac uczniom konstrukcji
na maturze, to jednak nie zapominajmy o nich.
Ponadto coraz wiecej naszych sal lekcyjnych jest wy-
posazona w tablice interaktywne, a, niestety, niektére ich
oprogramowania nie maja tatwo dostepnych narzedzi
geometrycznych, zatem niezastapiong pomoca moze
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okazac¢ sie wykorzystanie GeoGebry do wykonywania
konstrukgji. Jedynym minusem jest fakt, Ze wykonanie ich
w programie wyglada nieco inaczej niz na kartce papieru
czy natablicy. Jedna z podstawowych réznic jest to, ze pod-
chodzac tradycyjnie do konstrukcji, kreslimy jedynie tuki,
podczas gdy w GeoGebrze dla poprawnosci otrzymanych
rysunkow w wiekszosci przypadkéw konieczne beda cale
okregi. Z kolei plusem uzycia programu jest to, Ze zbedne
linie i okregi mozemy bez problemu ukry¢. Mamy takze
mozliwos$¢ odtwarzania konstrukcji krok po kroku. Ponie-
waz o takim sposobie pracy wspominatam juz wczeéniej,
teraz przypomne go na przyktadzie konstrukcji dwusiecznej
kata wypuktego.

Ryc. 1

Ryc. 2

v

Musimy najpierw wykona¢ calg konstrukcje, dodac¢
odpowiednie opisy, a nastepnie wyswietla¢ na przyklad
za pomocq suwaka kolejne jej etapy. Zaczynamy, oczywi-
Scie, od zaznaczenia kata [ poprzez wybér trzech punktéw
oraz narysowanie potprostych bedacych jego ramionami.
We wlasciwosciach obiektu mozemy zaznaczy¢, ze inte-
resuje nas kat o mierze od 0° do 180°. Nastepnie kreslimy
okrag|®|z wierzcholka kata, przechodzacy przez dowolny
punkt na wybranym jego ramieniu. Z punktéw przeciecia
tego okregu z ramionami kata kreslimy okregi o promieniu,
ktorego dhugosc jest rowna odlegtosci pomiedzy tymi dwo-
ma punktami. Nastepnie przez punkty przeciecia okregéw
prowadzimy polprosta, ktdra jest szukang dwusieczna kata.
Po wykonaniu rysunku mozemy sformatowa¢ odpowiednio
obiekty na nim wystepujace, aby by} on bardziej czytelny
(ryc. 1).

Tak wykonany rysunek mozemy opisa¢, wprowadzajac
polecenia do kolejnych etapéw konstrukcji. Moga one by¢
widoczne przez caty czas badZ wyswietla¢ sie krok po kro-
ku. Jezeli wybierzemy druga opcje, to bedziemy potrzebo-
wali suwaka n [, przyjmujacego wartosci catkowite od 0
do 3 (lub innej liczby, w zalezno$ci od liczby etapéw kon-
strukcji, jakie umiesciliSmy w komentarzach). Nastepnie
we wiasciwosciach obiektow, w zakltadce Zaawansowane,
musimy poda¢ odpowiednie warunki wysSwietlania obiek-
tow. I tak, dla pierwszego kroku opisu i dla okregu o srodku
w wierzchotku kata oraz punktéw przeciecia tego okregu
z ramionami kata podajemy warunek n > 0. Dla opisu dru-
giego etapu oraz dla dwoch kolejnych okregéw i punktow
ich przeciecia wpisujemy warunek n > 1. Natomiast dla
ostatniego kroku oraz dla dwusiecznej kata ustalamy jako
warunek wySwietlania n > 2. W ten sposob otrzymamy
kolejne elementy na rysunku pojawiajace sie rdwnolegle
z opisem (ryc. 2).

KONSTRUKCJA DWUSIECZNEJ] KATA WYPUKLEGO

Dany mamy kat: 4 ABC.

. 1. Kreslimy tuk/okrag o dowolnym promieniu
T z wierzchotka kata - punktu B.
N Otrzymujemy punkty E i F.

2. Kreslimy tuki/okregi o srodkach w punktach E i F i promieniu |EF|.
Otrzymujemy punkty G i H.

(SIN

3. Kreslimy potprosta o poczatku w punkcie B
i przechodzaca przez punkt G (oraz H).
/ Otrzymujemy dwusieczna £ ABC.
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Mozemy takze uzy¢ dwdch okien widoku grafiki i pole-
ci¢ uczniom samodzielne wykonanie konstrukcji. Wtedy
na przyklad w oknie Widok grafiki 1 umieszczamy opis
konstrukcji (z suwakiem lub bez) i pozostawiamy w nim
miejsce na rysunek uczniéw, a w oknie Widok grafiki 2
ukrywamy calgq gotowa konstrukcje, ktéra bedzie widoczna
dopiero po kliknieciu napisu SPRAWDZ. (napis moze by¢
opisem pola wyboru pokaz/ukryj, pod ktéry ,,podepniemy”
wszystkie obiekty uzyte podczas konstrukcji).

Analogicznie do opisanego powyzej sposobu mozemy
wprowadzac na lekcjach praktycznie wszystkie omawiane
podstawowe konstrukcje geometryczne, takie jak: proste
prostopadia i réwnolegla przechodzace przez dany punkt,
symetralna odcinka, dwusieczna kata, styczna do okregu
czy okregi wpisane i opisane. Jednak nie tylko na te kon-
strukcje powinniSmy znalez¢ czas na naszych lekcjach.
Mimo staran bardzo czesto te wyzej wymienione pojawiaja
sie na lekcji jako gotowe schematy do nauczenia sie przez
ucznia. Czesto nie mamy czasu, albo nawet nie pomysli-
my o tym, zeby pozwoli¢ uczniom wpas¢ na pomyst, jak
wykona¢ dany rysunek, majac tylko czysta kartke, linijke
i cyrkiel. Co stoi na przeszkodzie, aby potraktowac takie
zagadnienia jak problem do rozwigzania? Uczniowie, kt6-
rzy w szkole podstawowej nie zetkna sie z konstrukcjami,
z pewnosciag w szkole sredniej chetnie popatrza na takie
zadania jak na problem, wrecz zagadke. To, w jaki spos6b
mozemy podej$¢ do pewnych zagadnien, w duzej mierze
zalezy od zespotu klasowego, z jakim pracujemy, i od na-
szego wyczucia, na ile mozemy sobie pozwoli¢. Niekto-
rych uczniéw by¢ moze trzeba bedzie zapozna¢ z podsta-
wowymi konstrukcjami, aby potem mogli sami prébowac
wykonywac te bardziej skomplikowane, podczas gdy inni
mogliby samodzielnie odkrywa¢ konstrukcje wiasciwie
od poczatku.

R
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Ryc. 3

Ryc. 4
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Ciekawym zadaniem problemowym dotyczacym bezpo-
Srednio konstrukcji moze by¢ analiza zagadnienia: proste
styczne do dwdch okregow. Przede wszystkim nie musimy
uczniom z gory narzucag, ile tych prostych powinno by¢,
ani méwi¢, w jakim polozeniu maja znajdowac sie roz-
patrywane okregi. Dla tych, ktérzy nigdy nie probowali
zadac takiego problemu uczniom, polecam je szczeg6lnie.
I jestem pewna, Ze kazda grupa uczniéw zaskoczy w takim
momencie swojego nauczyciela. Dodatkowo eksperymenty
z GeoGebra mogg by¢ w tym wypadku wyjatkowo ciekawe
1 wciagajace.

Do wykonania ilustracji do tego problemu bedziemy po-
trzebowa¢ dwoch okregdw. Promien jednego z nich musi
by¢ zawsze wiekszy od drugiego (to rozréznienie bedzie ko-
nieczne do poprawnego wykonania konstrukcji). Aby sobie
to zapewni¢, wystarczy wprowadzi¢ odcinki, ktére beda wy-
znaczaly dhugosci promieni. Zeby ich korice nie przemiesz-
czaly sie w dowolnym kierunku, nalezy umiesci¢ je na pro-
stych, ktore potem ukryjemy. Dodatkowo koniec odcinka
wyznaczajacego promien mniejszego okregu powinien
by¢ umieszczony na dluzszym odcinku (potem mozemy
go przenie$¢). Ponadto do konstrukcji bedziemy potrzebo-
wali takze odcinkéw o dtugo$ciach réwnych sumie i réznicy
diugosci promieni rozpatrywanych okregéw. Przenoszac
dhugosci odcinkéw za pomocq prostych prostopadtych,
réwnolegtych i okregdw o wybranych promieniach, uzy-
skujemy przygotowane przez nas samych suwaki (ryc. 3).
Oczywiscie, pomocnicze proste musimy ukry¢.

Przechodzac do konstrukcji stycznych, rysujemy naj-
pierw okrag o promieniu réwnym réznicy promieni, wspol-
srodkowy z wiekszym okregiem. Nastepnie konstruujemy
styczne do powstatego okregu, przechodzace przez Srodek
mniejszego okregu. Potem rysujemy proste prostopadie

Ryc. 5

do tych stycznych przez srodek wiekszego okregu. Otrzy-
mujemy punkty przeciecia tych prostych z wiekszym okre-
giem. Rysujemy proste prostopadte do ostatnich prostych
przez ich punkty przeciecia z okregiem. To sa szukane
styczne (ryc. 4).

W podobny sposéb otrzymamy druga pare stycznych —
réznica polega tylko na tym, Ze na poczatku rysujemy okrag
o promieniu bedgcym suma promieni wyjsciowych okre-
gow. Oczywiscie, obiekty pomocnicze musimy poukrywac,
gdyz przy tak zlozonej konstrukcji rysunek bylby komplet-
nie nieczytelny. Mozemy takze zastosowac pewne uprosz-
czenia. Jezeli wiemy, Ze uczniowie opanowali na przyklad
konstrukcje prostej prostopadtej, mozemy poleci¢ im ko-
rzystanie z narzedzia wbudowanego w menu programu.
Podobnie mozemy postapi¢ ze Srodkiem odcinka. Gotowy
rysunek ze wszystkimi stycznymi i poukrywanymi niepo-
trzebnymi obiektami przedstawiono na ryc. 5.

Zmieniajac dhlugosci promieni okregéw oraz polozenie
ich $rodkéw, mozemy obserwowac liczbe stycznych i ich
ulozenie.

Na koniec chciatam dodac jeszcze kilka stéw o innym
ciekawym sposobie wykorzystania GeoGebry w kontek-
Scie konstrukcji. Chodzi mi o konstrukcje tzw. niewyko-
nalne i przyblizone. Spotykatam sie z tym, Ze uczniowie
po wykonaniu na kartce papieru konstrukcji przyblizonej
(na przyktad siedmiokata foremnego) kompletnie nie ro-
zumieli r6znicy pomiedzy tg konstrukcja a innymi, tymi
nieprzyblizonymi. W takich przypadkach réwniez gorgco
polecatabym uzycie GeoGebry, aby pokaza¢ uczniom to,
co na pierwszy rzut oka niewidoczne, a bez powiekszenia
na komputerze wrecz niemozliwe do zobaczenia (czyli nie-
doktadnosci konstrukcji przyblizonej, fragmenty rysunku,
na ktdérych widoczne sa luki).

Magdalena Zotnierczyk

Nauczycielka matematyki w szkole
podstawowej wykorzystujgca na co dzien
program GeoGebra podczas pracy z uczniem.
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NA NAUCZANIE MATEMATYKI
W SZKOLACH SREDNICH

Niniejszy artykut zostanie poswiecony omowieniu zmian, jakie zaszty
W nauczaniu matematyki w szkotach srednich funkcjonujgcych na ziemiach
polskich po odzyskaniu przez Polske niepodlegtosci w 1918 roku.

edna z najwiekszych reform z poczat- S4. zwracanie uwagi na zastosowania matematyki,
ku XX wieku, zwiazanych z naucza- S5. zachowanie réwnowagi pomiedzy zastosowaniami
niem matematyki w szkotach $rednich, matematyki a teoria,
byt tzw. Program Meranski. Zostat on S6. wspélne podejscie do planimetrii i stereometrii,
przygotowany przez Felixa Kleina — S7. nacisk na historie matematyki.
matematyka z Getyngi. Program Me-
raniski zmieniat og6lng organizacje szkolnictwa. Stanowit, iz Zalecane metody dydaktyczne:
od 1905 roku bedzie miato miejsce réwnouprawnienie gim- M1. metoda genetyczna — ,,nalezy wiazac idee, umiescic¢
nazj6w, gimnazjow realnych oraz wyzszych szkét realnych. nowa wiedze z wiedza juz zdobyta w zwiazku nie-
W kazdej z tych szk6t miato sie przyktadac jednakowa wage roztacznym, w konicu powiaza¢ wiedze z resztg ma-
do ksztatcenia w zakresie przedmiotéw zaréwno matema- teriatu edukacyjnego szkoly bardziej i bardziej, aby
tyczno-przyrodniczych, jak i filologiczno-historycznych'. polaczenie wiedzy bylo coraz wieksze, a uczniowie
Wszystkim szkolom nadano charakter ogdlnoksztatcacy, bardziej Swiadomi”,
aich absolwenci mieli wstepowac na studia uniwersyteckie M2. zasada psychologiczna — material powinien by¢ do-
na jednakowych zasadach. stosowany do przebiegu rozwoju intelektualnego
Ogodlne cele nauczania wedtug Programu Meranskiego uczniéw,
byly nastepujace: M3. zasada uzytecznosci — pokazywanie, Ze matematyka
O1. umiejetno$¢ logicznego myslenia, ma ogromne znaczenie w zyciu codziennym.
02. umiejetno$¢ samodzielnego myslenia,
03. umiejetno$¢ matematyzowania zjawisk przyrody, Program Meranski od 1905 roku zaczeto powoli wdraza¢

04. swiadomosé, ze matematyka odgrywa wazna role  do szkét pruskich, réwniez do tych funkcjonujacych na zie-
we wszystkich dziedzinach zycia i jest niezbedna  miach polskich pod zaborem pruskim. Zdobywat on coraz

dla ludzi i spoteczenstwa przemystowego. wiekszq 1zesze zwolennikéw. Wybrane postulaty Programu

Meraniskiego wprowadzano tez do szkét z polskim jezykiem

Cele specyficzne: wyktadowym pod zaborem austriackim. Poréwnamy teraz pro-

S1. ksztalcenie wyobrazni przestrzennej, gramy nauczania matematyki realizowane w roku szkolnym

S2. wyrabianie nawykéw myslenia funkcyjnego, 1908/1909 w polskojezycznym Gimnazjum im. Mickiewicza

S3. wiazanie ze soba réznych zagadnien matematycz-  we Lwowie (zab6r austriacki)? oraz w Gimnazjum Toruriskim
nych, z niemieckim jezykiem wykladowym (zabor pruski)®.
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Gimnazjum im. Mickiewicza

Gimnazjum Torunskie

we Lwowie w roku 1908/1909 w roku 1908/1909
Program nauczania Llfiz?a . . Liczl?a
matematyki godzin Program nauczania matematyki godzin
tygodniowo tygodniowo
Klasa VI
Arytmetyka: Uklad miar 3 Rachunki: Dziatania arytmetyczne na liczbach catko- 4
metrycznych; uklad dziesiatkowy witych niemianowanych i mianowanych; niemieckie
liczb; cztery dziatania arytmetyczne miary, wagi i monety wraz z ¢wiczeniem zapisu dzie-
na liczbach catkowitych sietnego i prostymi rachunkami w systemie dziesiet-
niemianowanych i mianowanych; nym; przygotowanie do rachunkéw na utamkach
podzielnos¢ liczb, rozkiad liczb
na czynniki; utamki zwykle
Geometria: Zapoznanie sie pogladowo
z ilociami przestrzennymi. Linia
prosta, koto, kat, linie réwnolegte,
trojkat
Klasa V
Arytmetyka: Miara i wielokrotnos¢; 3 Rachunki: Podzielnos¢ liczb; rozktad na czynniki; 4
dziatania na utamkach zwyklych; utamki zwykle; cztery dziatania arytmetyczne
zamiana ulamko6w dziesietnych na liczbach zapisanych w systemie dziesietnym;
na utamki zwykle i odwrotnie; proste zadania z wykorzystaniem reguty trzech
stosunki i proporcje; regula trzech;
rachunek procentu prostego
Geometria: Osie symetrii odcinkow
i katéw; przystawanie trojkatow;
wiasnos$ci kota, czworobokéw
i wielobokow
Klasa IV
Arytmetyka: Cztery dziatania 3 Rachunki i matematyka: Rachunki na utamkach 4
arytmetyczne na liczbach catkowitych dziesietnych; prosta i ztozona regula trzech z licz-
i utamkach; podnoszenie liczb bami catkowitymi i utamkami; zadania zwigzane
do kwadratu i wycigganie drugiego z zZyciem obywatelskim, najprostsze przypadki
pierwiastka; liczby przyblizone obliczania procentéw, odsetek i rabatow; przygotowa-
i dzialania na nich nie do geometrii; ¢wiczenia w uzyciu cyrkla i linijki;
Geometria: R6wnos¢, zamiana nauka o liniach prostych, katach i tréjkatach
i podziat figur; pomiar linii
i powierzchni; podobienstwo figur
Klasa ITI
Roéwnania stopnia pierwszego 5 Klasa III Nizsza 3
o0 jednej i kilku niewiadomych; Matematyka: Rachunki na liczbach bezwzglednych
réwnania stopnia drugiego oraz wprowadzenie dodatnich i ujemnych wielko$ci
i trzeciego; podnoszenie liczb liczbowych; zadania, ktore opieraja sie na rozwiazy-
do szescianu i wyciaganie trzeciego waniu réwnan pierwszego stopnia z jedna niewiado-
pierwiastka; reguta trzech ztozona, ma; rozszerzenie nauki o tréjkatach; réwnolegloboki;
reguta podziatu, rachunek procentu cieciwy i katy w kole; zadania konstrukcyjne
skladanego; stereometria
- - Klasa ITI Wyisza 3

Matematyka: Powtorzenie dziatan na utamkach, kto-
re w zapisie maja litery; proporcje; rGwnania pierw-
szego stopnia z jedng i wiecej niewiadomymi; potegi
o wyktadnikach bedacych dodatnimi liczbami cal-
kowitymi; nauka dotyczaca kota; réwnos¢ figur pod
wzgledem pola powierzchni; obliczanie powierzchni
figur prostoliniowych; zadania konstrukcyjne
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Gimnazjum im. Mickiewicza
we Lwowie w roku 1908/1909

Gimnazjum Torunskie
w roku 1908/1909

Program nauczania
matematyki

Liczba
godzin
tygodniowo

Program nauczania matematyki

Liczba
godzin
tygodniowo

Klasa II

Algebra: Cztery dziatania;
liczby ujemne; podzielnosc,
miara, wielokrotnosc,
utamki, proporcje, rownania
pierwszego stopnia o jednej
i kilku niewiadomych
Geometria: Planimetria

Klasa IT Nizsza

Matematyka: Potegi, pierwiastki, logarytmy; obliczenia z uzy-
ciem czterocyfrowych tablic logarytmicznych; proste réwnania
kwadratowe z jedna i dwiema niewiadomymi; podobienstwo,
proporcjonalno$¢ linii prostych w kole, ztoty podziat odcinka;
wielokaty foremne; obwdd i pole powierzchni kota, zadania
zwigzane z tymi zagadnieniami; zadania konstrukcyjne

Klasa IT Wyzsza

Matematyka: Rownania, w szczegdlnosci rownania kwadra-
towe, z wiekszg liczbg niewiadomych; punkty harmoniczne,
promienie kdt, sieczne; zastosowania algebry w geometrii;
zadania konstrukcyjne, zwlaszcza te z wykorzystaniem analizy
algebraicznej (rozwigzaniem zadania konstrukcyjnego metoda
analizy algebraicznej nazywano nastepujacy schemat rozumo-
wania: nieznane linie figury najpierw obliczane sg za pomoca
rachunkéw algebraicznych, nastepnie konstruuje sie znalezione
wyrazenia arytmetyczne i wykorzystuje je do skonstruowania
calej figury); goniometria; proste obliczenia dotyczace rozwia-
zywania trojkatow

Klasa I

Potegi, pierwiastki,
logarytmy, rozwigzywanie
roéwnan pierwszego stopnia;
powtdrzenie planimetrii

i stereometrii

Klasa I Nizsza

Matematyka: Ciagi arytmetyczne i geometryczne; rachunki
obywatelskie; rownania kwadratowe; rozszerzenie pojecia
liczby na liczby zespolone; zadania Apoloniusza wedtug starej
metody i inne zadania konstrukcyjne; rozwigzywanie trojka-
tow, korzystajac z sumy i réznicy ich bokdw, promieni okregéw
stycznych, katow i wysokosci; kluczowe twierdzenia o wza-
jemnym potozeniu punktdw, linii i ptaszczyzn w przestrzeni;
obliczanie p6l powierzchni i objetosci graniastostupa, ostrostu-
pa, walca, stozka i kuli; powtorzenie wiadomosci z poprzed-
nich klas

Klasa I Wyzsza

Matematyka: Twierdzenie dwumianowe dla wyktadnikéw
bedacych catkowitymi liczbami dodatnimi; réwnania wyz-
szych stopni, ktére mozna sprowadzi¢ do réwnan kwadrato-
wych; podstawowe informacje o wspétrzednych, réwnanie linii
prostej, kota i stozkowych; zadania konstrukcyjne; powtérzenie
wiadomosci stereometrycznych; wprowadzenie pewnych wzo-
réw trygonometrii sferycznej w odniesieniu do Ziemi i Nieba;
powtdrzenie wiadomosci z klas poprzednich wedle wytycznych
Mehlera (to znaczy wg zagadnien umieszczonych w podrecz-
niku: Hauptsdtze der Elementar-Mathematik zum Gebrauche an
Gymnasien und Realschulen F.G. Mehlera, Berlin 1869)

Gimnazjum im. Mickiewicza we Lwowie i Gimnazjum To-
runskie byly szkotami szeScioklasowymi. We Lwowie nauka
w kazdej klasie trwala jeden rok. W Toruniu klasy IIL, ITi I byly
dwuletnie, dlatego zakres omawianego materialu byl szerszy.

Poréwnujac powyzsze programy nauczania, mozna zauwazyc,
ze w roku szkolnym 1908/1909 Gimnazjum im. Mickiewicza
we Lwowie i Gimnazjum Torunskie realizowaty kilka postulatow
Programu Meranskiego. W Gimnazjum we Lwowie realizowano
postulat wspdlnego podejscia do planimetrii i stereometrii (po-
stulat S.6.). Najpierw zapoznawano uczniéw z podstawowymi
obiektami stereometrycznymi, a nastepnie na ich bazie wprowa-
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dzano podstawowe pojecia planimetryczne. Geometrie omawiano
juz w najnizszej klasie — VI. W Gimnazjum Torunskim ten postu-
lat Programu Meranskiego nie byl realizowany. Nauke geometrii
rozpoczynano w klasie IV od oméwienia podstawowych pojec¢
planimetrycznych. Stereometrie wprowadzano dopiero w naj-
wyzszej klasie — 1.

W Gimnazjum Torunskim przywigzywano duza wage do zadan
konstrukcyjnych. Pozwalalo to realizowac¢ postulaty: wyrabiania
umiejetnosci logicznego myslenia (O.1.), ksztalcenia wyobrazni
przestrzennej (S.1.), stosowania metody genetycznej w nauczaniu
(M.1.) oraz wyrabiania nawykéw myslenia funkcyjnego (S.2.)
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— obserwowania, w jaki sposob zmiana jednych wielko$ci wplywa
na zmiane innych oraz szukania relacji faczacej pewne wielkosci.
Zadania konstrukcyjne w Gimnazjum Toruniskim czesto byty bar-
dzo zlozone, wieloetapowe i wymagaty dobrej znajomosci twierdzen
geometrycznych. Przykladowe zadanie:

Zadanie*
Skonstruuj czworokat, znajac jego dwa stykajace sie boki, stosunek
dwoch pozostatych bokdw oraz obie przekatne.

W programie nauczania Gimnazjum im. Mickiewicza we Lwo-
wie nie zostaly wymienione konstrukcje geometryczne. Wyobraz-
nia przestrzenna (S.1.) byla tam ksztaltowana w trakcie omawiania
wszelkich zagadnien stereometrycznych, umiejetnos¢ logicznego
my$lenia (O.1.) — przy analizowaniu twierdzenn matematycznych
i przeprowadzaniu dowod6w. Trudno powiedzie¢, czy w Gimna-
zjum we Lwowie by! realizowany postulat wyrabiania nawykow
myslenia funkcyjnego.

W obu szkolach zwracano uwage na zastosowanie matematyki
w zyciu codziennym (O.4., M.3.) — przede wszystkim na wyko-
rzystanie reguly trzech oraz procentéw do rozwiazywania zadan
zwigzanych z rachunkami kupieckimi oraz obliczaniem wysoko-
$ci rent i emerytur. W Gimnazjum Torunskim ukazywano tez za-
stosowanie matematyki w chemii i metaloznawstwie (Zadanie®.
Ile soli nalezy doda¢ do kilograma 10% solanki, aby otrzymac
roztwor 25%?), fizyce (Zadanie®. O 7 rano z Berlina wyruszyt po-
ciag osobowy, w ciggu kazdej sekundy pokonywat on 6 mil. O 8
rano w tym samym kierunku wyruszy? pociag pospieszny i w cig-
gu kazdej sekundy pokonywat 9 mil. Kiedy i gdzie te pociagi sie
spotkaja?), grach loteryjnych i hazardowych (Zadanie’. W loterii
0 90 losach 5 loséw wygrywa. Jakie jest prawdopodobienstwo,
Ze wyciagniety przez nas los wygra?) czy astronomii i geografii
(Zadanie®. Pozorny obieg Ksiezyca wokot Ziemi trwa 27 dni 7
godzin 34 minuty 5 sekund, pozorny obieg Storica wokét Ziemi
trwa 365 dni 5 godzin 48 minut 49 sekund. Jak dhugi jest miesigc
synodyczny, tzn. czas miedzy kolejnymi nowiami Ksiezyca?).

NAUCZANIE MATEMATYKI W POLSKICH

SZKOLACH SREDNICH PO 1918 ROKU

Tuz po odzyskaniu przez Polske niepodleglosci Ministerstwo Wy-

znan Religijnych i Oswiecenia Publicznego przygotowato nowe

zasady organizacji szkolnictwa. Podstawa bylo tutaj stwierdzenie:
przyszta szkota polska nie moze by¢ kopiq jakiejkolwiek szkoty obcej,

a w szczegolnosci rosyjskiej, pruskiej czy austriackiej, ale winna

by¢ tworem nowym, dostosowanym do potrzeb wspdlczesnego zycia

polskiego, a pomyslanym zgodnie z postepem wiedzy pedagogicznej®.

Ustalono, ze gimnazja beda skladac sie z trzyletniego gimnazjum

nizszego i piecioletniego gimnazjum wyzszego zréznicowanego

na cztery wydzialy: matematyczno-przyrodniczy, humanistyczny,
humanistyczny z acing oraz klasyczny.

Nauczanie matematyki w gimnazjum wyzszym miato cztery pod-
stawowe cele'®:

1. WdrozZenie ucznia do Scistego rozumowania,

2. Przyzwyczajenie ucznia do dostrzegania zwigzkéw funkcjo-
nalnych zachodzacych pomiedzy znanymi mu zjawiskami oraz
do matematyzowania zjawisk przyrody.

3. Rozwijanie intuicji geometryczne;j.

4. Wykorzystywanie matematyki do rozwigzywania zadan z nauk
pokrewnych matematyce i do rozwiazywania zadan z zycia co-
dziennego.

Widoczne jest, Ze cele nauczania przygotowane przez Ministerstwo
Wyznan Religijnych i Oswiecenia Publicznego byly zblizone do wy-
branych postulatéw Programu Meranskiego.

Oto ramowy program nauczania dla polskiego gimnazjum wyz-
szego, od najnizszej klasy — V do najwyzszej — I'":

Klasa V (4 godziny tygodniowo)

Algebra: wyrazenia algebraiczne, jednomiany i wielomiany, za-
leznos¢ funkcjonalna (zmienne zalezne i niezalezne). Geometria:
przystawanie figur paskich, figury symetryczne, podstawowe kon-
strukcje geometryczne (np. konstrukcje trojkata, gdy dane sa jego
boki, konstrukcja prostej prostopadtej do danej)

Klasa IV (4 godziny tygodniowo)

Algebra: réwnania pierwszego stopnia z jedng i dwiema niewia-
domymi, funkcje liniowe, pierwiastki kwadratowe wraz z wpro-
wadzeniem liczb niewymiernych, réwnania kwadratowe. Geo-
metria: kolo, linie w kole, czworokaty wpisane i opisane na kole,
zadania konstrukcyjne, wielokaty rdwnowazne (tj. majace rowne
pola powierzchni), podstawowe pojecia stereometryczne (poto-
zenie linii prostych i plaszczyzn w przestrzeni, kat dwuscienny
i tréjscienny)

Kilasa III (3 godziny tygodniowo)

Algebra: trojmian kwadratowy: miejsca zerowe, minima i maksima,
graficzne rozwigzywanie nier6wnosci kwadratowych, ciagi arytme-
tyczne i geometryczne. Geometria: obliczanie pél wielokatow, rzut
uko$ny réwnolegly (rzuty ostrostupéw i graniastostupow)

Kilasa II (3 godziny tygodniowo)

Algebra: funkcja wykladnicza i logarytmiczna, wlasnosci poteg
i logarytméw. Geometria i trygonometria: obliczanie pél po-
wierzchni wielosciandw, obliczanie objetosci graniastostupow,
funkcje trygonometryczne dowolnego kata (wykresy, okresowo$¢
funkcji trygonometrycznych, wzory redukcyjne). Pojecie granicy
ijego zastosowania: ciagi liczbowe zbiezne i rozbiezne, obliczanie
dhugosci okregu i pola kota, obliczanie pdl powierzchni i objetosci
bryt obrotowych

Klasa I (3 godziny)
Powtdrzenie i rozszerzenie materialu omawianego w poprzednich
klasach

Najwazniejsze zmiany zwigzane z nauczaniem matematyki doty-
czyly wprowadzenia do programéw nauczania funkcji, granic oraz
elementow geometrii wykreslnej. Z programéw nauczania usunieto
natomiast ztozone konstrukcje geometryczne oraz geometrie sfe-

ryczna.

PIERWSZE POLSKIE MATURY

Z MATEMATYKI W II RZECZYPOSPOLITEJ
Pierwsze polskie matury przeprowadzono juz w 1919 roku.
Przykladowo Gimnazjum im. Karola Marcinkowskiego w Po-
znaniu zostalo przejete przez Polakow 1 kwietnia 1919 roku.
W grudniu tego roku przeprowadzono w nim pierwsza polska
mature, jednakze wciaz byta ona w jezyku niemieckim'?. Pierwsza
matura w jezyku polskim zostata przeprowadzona w tej szko-
le 4 czerwca 1920 roku. Zadania z matematyki byly wowczas
nastepujace':
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Zadanie 1

Zelazna kula wydrazona o ciezarze 30 kg zanurza sie w wodzie
do potowy; obliczy¢ grubos$¢ Sciany kuli, przyjmujac ciezar wla-
Sciwy zelazas =7,7.

Zadanie 2
Suma sze$ciu pierwszych wyrazéw postepu geometrycznego jest
réwna 189, a suma nastepnych szesciu 12 096. Jaki to postep?

Zadanie 3
Rozwigzac réwnania:
5 sinx + siny = 4,
3(5 sinx) — 2(3 siny) = 5.

Zadanie 4
Przez trzy punkty:

x=0 x=4 x=2
A= , B= iC=
{y=0 {YZO { =

przeprowadzi¢ koto (napisac¢ jego rownanie), a nastepnie obliczy¢
kat, jaki tworza ze soba styczne poprowadzone w punktach A i B.

Przez kolejne pie¢ lat posta¢ egzaminéw maturalnych z mate-
matyki w Gimnazjum im. Karola Marcinkowskiego byla bardzo
podobna do postaci matur przeprowadzanych w zaborze pru-
skim pod koniec XIX wieku i na poczatku XX wieku. Zestawy
maturalne sktadaty sie z czterech zadan: zadania arytmetyczno-
-algebraicznego (czesto dotyczylo ono ciagdw arytmetycznych
i geometrycznych, czasem byto tez zwigzane z wyznaczaniem
kapitahy, obliczaniem zysku, zastosowaniem matematyki w fizyce
oraz rozwigzywaniem rownan), planimetrycznego (zazwyczaj
analitycznego), stereometrycznego (zwiazanego z obliczaniem
objetosci podstawowych bryt: kuli, stozka i ostrostupa) oraz
trygonometrycznego (zazwyczaj wymagalo ono rozwiazania
trojkata).

W latach 1926-1929 na pisemnych maturach z matematyki
uczniowie Gimnazjum im. Karola Marcinkowskiego otrzymali
juz tylko dwa zadania. Przyktadowo w roku szkolnym 1926/1927
na egzaminie maturalnym z matematyki dla typu klasycznego
pojawity sie nastepujace':

Zadanie 1
Pierwsze wyrazy postepu arytmetycznego i geometrycznego sq
réwne 4, drugie wyrazy sa sobie réwne, za$ trzeci wyraz postepu
geometrycznego jest iloczynem liczby

25

10
1 trzeciego wyrazu postepu arytmetycznego. Co to za postepy?

Zadanie 2

Promienie podstaw prostego stozka Scietego wynosza: R = 5 cm,
r = 3 cm, bok tej bryly jest nachylony do wiekszej podstawy pod
katem ¢ = 28"21". Oblicz objetos¢ i pobocznice tej bryty.

Podobng forme przybraty matury z matematyki w innych szko-
fach, np. w Panstwowym Gimnazjum Klasycznym i Humanis-
tycznym w Toruniu w roku 1926/1927 uczniowie typu klasycznego
otrzymali zadania':
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Zadanie 1
Dany jest uklad:
y2=4x - 24,
y=mx+1.
Wyznaczy¢ m tak, aby uklad posiadat jedng pare pierwiastkdw.

Zadanie 2

Réznica dwdch réwnoleglych bokéw trapezu réwnoramien-
nego wynosi 15 m, suma ich kwadratéw 425 m?, a bok nier6wno-
legly jest Srednia geometryczna obu bokéw réwnoleglych. Oblicz
boki, katy i przekatng trapezu.

Poréwnujac egzaminy maturalne z matematyki przeprowadzone

w Poznaniu w latach 1925-1929% i w Toruniu w latach 1928—

193327z egzaminami, ktére odbyly sie wczesniej na terenach

I Rzeczypospolitej znajdujacych sie pod zaborem pruskim, otrzy-

mujemy nastepujace wnioski:

1. Po odzyskaniu przez Polske niepodleglosci uczniowie na eg-
zaminach maturalnych otrzymywali dwa zadania. Nie bylo
wyraznego wskazania, ktérych dzialéw maja one dotyczyc¢.
Pojawialy sie zadania planimetryczne (analityczne), stereo-
metryczne, trygonometryczne (zazwyczaj zwigzane z roz-
wigzywaniem trdjkatow), zadania dotyczace rozwigzywania
réwnan i nieréwnoSci metoda rachunkowa i graficzna, rozwia-
zywania réwnan z parametrem, wyznaczania miejsc zerowych
funkcji oraz zadania zwigzane z obliczeniami obywatelskimi
(obliczaniem kapitatu, zysku, straty, wysokosci odsetek itp.).
Wsrdd nich byly pewne typy zadan, ktére wyjatkowo czesto
pojawialy sie na maturach w szkotach w Toruniu i Poznaniu.
W Toruniu w wiekszo$ci zestawdw maturalnych bylo zadanie
zwiazane z rozwigzywaniem réwnania z parametrem. W Po-
znaniu bardzo czesto pojawialo sie zadanie dotyczace ciagéw
arytmetycznych i geometrycznych. Ponadto w obu szkotach
czesto byly zadania zwigzane z wyznaczaniem objetosci i pola
powierzchni bryt obrotowych. W zwiazku z tym uczniowie
mogli sie spodziewac, z jakimi typami zadan przyjdzie im sie
zmierzy¢ na maturze.

Przez kilkanascie lat po odzyskaniu niepodlegtosci w Polsce
dopiero opracowywano zasady przeprowadzania egzaminow
maturalnych, stad duze zréznicowanie zwigzane z tematyka
zadan.

2. W odrodzonej Polsce kazda szkola przeprowadzala egzaminy
maturalne w innych terminach. Zadania byly przygotowywa-
ne indywidualnie dla kazdej szkoty. Tym samym zostala tu
zachowana tendencja z czas6w zaborow.

3. Po odzyskaniu przez Polske niepodleglosci na egzaminach
maturalnych nie bylo zadan konstrukcyjnych, podczas gdy
zadania te bardzo czesto pojawialy sie na maturach przepro-
wadzanych w czasach zaboréw. Zadania konstrukcyjne na te-
renach dawnej I Rzeczypospolitej zagarnietych przez Prusy
wymagaty dokonania ztozonych konstrukcji geometrycznych,
opierajacych sie zazwyczaj na wykorzystaniu kilku twierdzen.

4. Na egzaminach maturalnych przeprowadzanych w Toruniu
i Poznaniu po 1925 roku pojawiaty sie typy zadan, ktére byly
juz weczesniej na maturach w XIX i poczatku XX wieku. Trzeba
tu jednak zwrdci¢ uwage na dwie rzeczy:

1) Juz w XIX wieku pojawiaty sie zadania dotyczace rozwia-
zywania rownan z parametrem. W XIX wieku w zadaniach
tego typu nigdy nie wymagano przeprowadzenia dyskusji



MATEMATYKA DAWNIEJ | DZIS

zwigzanej z liczba rozwigzan. Byto to spowodowa-
ne tym, ze wowczas rownania zawsze rozwiazywano
w liczbach zespolonych.

Na maturze z matematyki przeprowadzonej w Toruniu w roku
1929/1930 uczniowie otrzymali polecenie®*:

Zadanie
Rozwiaz uklad:
9x?+ 4y? = 36,
y=2x-k.
W zaleznosci od parametru k rozwazy¢, kiedy uktad nie be-
dzie posiadat pierwiastkdw, kiedy bedzie miat jedna, a kiedy
dwie pary pierwiastkow.

Posta¢ tego zadania pokazuje, Ze po odzyskaniu niepodle-
glosci z programo6w nauczania w Toruniu usunieto liczby
zespolone. Rownania, nieréwnosci czy uklady réwnan roz-
wigzywano juz w liczbach rzeczywistych.

2) W XIX wieku pojawialy sie na maturach zadania zwig-
zane z rozwigzaniem réwnan czy nierdwnosci, jednakze
w poleceniach nie bylo wymagane przeprowadzenie roz-
wiazania metoda graficzna. Inaczej byto w XX wieku.
Przykladowe zadanie:

Zadanie*
Rozwiaz nieréwno$¢ utamkowa:
2
x +3
>0
x°+x—5

rachunkiem i za pomoca wykresu.

Graficzne przedstawienie réwnan i nieréwnosci, a wtasciwie
graficzne przedstawienie zalezno$ci funkcyjnych stato sie
obowigzkowym punktem programéw nauczania dopiero kilka
lat po wprowadzeniu Programu Meranskiego w 1905 roku.
Wtedy zaleznoSci funkcyjne, ich graficzne przedstawienie
oraz rozwigzywanie rownan i nierbwno$ci metoda graficzng
na state zagoscity w programach nauczania szk6t srednich®.

5. Na egzaminach maturalnych przeprowadzanych na zie-
miach polskich zagarnietych przez Prusy pojawialy sie
zagadnienia, ktérych w odrodzonej Polsce juz nie byto.
Przykladem sa tutaj ciagi arytmetyczne drugiego rzedu.
Przykladowe zadanie maturalne:

Zadanie®

W ciggu arytmetycznym drugiego rzedu suma pierwsze-
go i trzeciego wyrazu ciagu jest réwna 21, suma drugiego
i czwartego wyrazu jest rowna 37, a suma trzeciego i pigtego
wyrazu jest r6wna 59. Ponadto n-ty wyraz tego ciagu jest
réwny 612. Jaka jest suma n pierwszych wyrazow tego ciggu?

11 marca 1932 roku wprowadzono w Polsce reforme jedrzeje-
wiczowska, na mocy ktérej szkota Srednia sktadata sie z cztero-
letniego gimnazjum i dwuletniego liceum (trzy typy licedw:
humanistyczne, matematyczno-przyrodnicze i klasyczne).
Na maturach z matematyki w dalszym ciagu byty dwa za-
dania.
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w Toruniu za rok szkolny 1932/33, Torun 1933.

23. Sprawozdanie Dyrekcji Paristwowego Gimnazjum im. Mikotaja Kopernika
w Toruniu za rok szkolny 1929/30, Torun 1930, s. 36-37.

24. Tamze, s. 35.

25. Karpinska K., Teaching thinking in terms of functions — fulfilling the
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fundamental idea of Merano Programme in the Torun Classic Gym-
nasium in early twentieth century, [w:] ,Technical Transactions”/
/,,Czasopismo Techniczne” tom 112, 2-NP (20)/2015.

26. Prace maturalne z matematyki uczniéw Gimnazjum w Inowroclawiu
7 1869 roku. Ze zbior6w Biblioteki I Liceum Ogoélnoksztatcacego im. Jana
Kasprowicza w Inowroctawiu, Inowroctaw 1869.

Karolina Karpinska

Absolwentka matematyki na UMK w Toruniu, doktorat z historii
matematyki, zajmuje sie historig edukacji matematycznej.
karolinakarpinskaOOl@gmail.com
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»Matematyce” z maja 2018 opisa-
lem pokrotce geneze japonskich
tablic matematycznych, tzw. san-
gaku. Tym razem chciatbym zwré-
ci¢ uwage na pewne specyficzne
cechy tych tablic i problem6w ma-
tematycznych na nich namalowanych. Na zalaczonym
zdjeciu mamy pokazana jedna z licznych tablic sanga-
ku (fot. E. Hirotaka). Jak zauwazy! kiedy$ sam Ebisui
Hirotaka, tablice sangaku zawieraja rysunki. Nie sa to
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AATYKA
ZE SWIATYNI (CZ. 2)
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konstrukcje geometryczne. Przegladajac setki sangaku,
nigdzie nie zauwazylem nawet sugestii, aby cokolwiek
skonstruowac. To moze oznaczag, ze spojrzenie japon-
skich matematykéw na problemy matematyczne bylto
w pewnym stopniu jednostronne — policz co$ lub wypro-
wadz wzor. Zachodni entuzjasta sangaku moze rowniez
zapytac — a jak to skonstruowac? Kiedy zaczynamy mo-
wic o konstrukcjach, to automatycznie pojawia sie pyta-
nie, co bylo punktem wyjscia do konstrukcji? Popatrzmy,
jak to wyglada na konkretnym przykltadzie.
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Problem 1
Mamy trzy kwadraty o boku k wpisane w wiekszy kwadrat
0 boku a. Wyliczy¢ warto$¢ k w zalezno$ci od wartosci a.

To tyle z oryginalnego sangaku. Zachodni matematyk
moze w tym miejscu zapytac — a jak moge skonstruowac
wiekszy kwadrat, majac dane mniejsze? Mozna postawic¢
réwniez inne pytanie — jak mozemy skonstruowac trzy
mate kwadraty, majac zadany wiekszy? Takie pytania
znacznie wzbogacaja nasze spojrzenie na problem mate-
matyczny i pozwalaja zauwazy¢ wiele innych, dodatko-
wych zaleznosci.

WWW.CZASOPISMOMATEMATYKA.PL
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Problem 2

Mamy kwadrat wpisany w tréjkat prostokatny, tak
ze jeden z bok6w kwadratu lezy na przeciwprostokatnej
natomiast dwa wierzchotki kwadratu leza na przypro-
stokatnych. Udowodni¢, ze AB x CD = BC.

Tym razem pojawia sie nam jeszcze jedna mozliwosc,
ktérej nie mieli do dyspozycji matematycy japonscy.
Tlustracje do tego problemu mozemy skonstruowac
w dowolnym programie do tzw. geometrii dynamicznej
i poruszajac odpowiednimi punktami mozemy spraw-
dzi¢, ze dowodzona tu wlasnos¢ jest prawdziwa w kaz-
dym tréjkacie prostokatnym. Co wiecej, przy okazji
mozemy odkry¢ kilka innych zaleznosci, np., jaki jest
zwiazek dtugosci bokéw tréjkata z bokiem kwadratu?

To tyle oryginalnych probleméw z tablic sangaku.
O wielu innych opowiemy sobie przy najblizszej okazji.

Mirostaw Majewski
Matematyk, geometra z wyksztatcenia, autor poszukujacy
zwigzkoéw geometrii ze sztuka i architektura.



rzewlekle choroby narzadu glosu sa jedna
z pieciu najczesciej wystepujacych choréb za-
wodowych w Polsce. Obejmuja 9,7% wszyst-
kich pacjentéw z chorobami zawodowymi.
Wedhug badan Instytutu Pracy w 90% przy-
padkéw dotycza nauczycieli. Do przyczyn
zaburzen glosu naleza przede wszystkim: praca w nieko-
rzystnych warunkach (glo$nych lub klimatyzowanych po-
mieszczeniach), nadmierny wysitek glosowy oraz ciagly
pospiech i stres. Przyczyn tych, z racji wykonywanego
zawodu, nie sposéb wyeliminowa¢. W walce ze stresem
pomocne mogg by¢ rézne techniki relaksacyjne:
» (wiczenia oddechowe,
* ¢wiczenia rozluzniajace miesnie,
+ $miechoterapia ($Smiech to gimnastyka dla organizmu
i cudowny masaz naszych narzadow).

Propozycje ¢wiczen oddechowych:

+ Jedna diton kladziemy na brzuchu tuz pod zebrami, druga
na klatce piersiowe]j. Nastepnie bierzemy powolny, gle-
boki wdech nosem, pozwalajac, aby brzuch wypychat
reke, ktéra sie na nim znajduje (reka, ktéra jest na klatce
piersiowej nie powinna sie poruszac). Wydech wykonu-
jemy ustami (reka na brzuchu wraca do pozycji wyjscio-
wej). Powtarzamy od 4 do 10 razy.

* Oddychanie przez stomke (pomaga w pozbyciu sie na-
piecia, wzmocnieniu okolic brzucha i przepony, popra-
wia i wydhiza wydech). Nalezy przygotowac stomke (im
wieksza Srednica, tym lepiej). Wygodnie stoimy lub sie-
dzimy. Stomke wktadamy miedzy wargi. W takiej pozycji
trzymamy stomke i wykonujemy swobodny wdech no-
sem, a nastepnie powoli wydychamy powietrze, kierujac
strumien powietrza do stomki. Powtarzamy 2 do 5 razy
(pamietamy, by caty czas czuc sie swobodnie).

* ‘W swobodnej pozycji lezacej lub siedzacej wykonuje-
my wdech nosem. Bedziemy liczy¢ w myslach —na ,,1”
wypuszczamy cze$¢ powietrza ustami; na ,,2” dobieramy
powietrze nosem; na ,,3” ponownie dobieramy nosem
powietrze. Na ,,4,5,6,7,8,9,10” wydychamy powietrze
ustami. Powtarzamy 3-5 razy.

Propozycje ¢wiczen rozluzniajacych miesnie:

 Pod wplywem stresu nastepuje usztywnienie szyi, ktéra
kurczy sie, powodujac specyficzne odchylenie gtowy
do tytu i schowanie jej w ramiona (wptywa to na pozy-
cje i prace naszych innych organéw — kregostupa, serca,
nog czy rak). Gdy taka sytuacja jest dtugotrwata, poja-

wiajq sie bole w obrebie karku. Czesto w bardzo prosty
i szybki spos6b mozna poradzi¢ sobie z b6lem tych mie-
$ni samemu. Potrzebne beda do tego jedynie dwie pitki
do tenisa ziemnego i zwykly plaster tkaninowy z apteki
(sprzedawany w rolce). Pitki sklejamy ciasno ze soba
za pomoca plastra, tworzac masazer do zwalczania bélu
karku i glowy (zdjecie). Prawidlowe uzycie masazera
pozwoli rozluzni¢ mie$nie podpotyliczne odpowiadajace
za bdl. Lezac na plecach na podtodze (na macie lub dywa-
nie), masazer podktadamy pod potylice. Lezac na pitkach
gltowa dociska je do podtoza, a pitki dociskajq nasze mie-
$nie. Mozna porusza¢ delikatnie glowa lub nieco zsuna¢
pitki w dét, aby rozluzni¢ bezposrednio mie$nie karku.
W pozycji nalezy pozosta¢ okoto 3—4 minut — po tym
czasie bol badz sztywnos$¢ powinny ustapit.

* Masaz twarzy — opukujemy opuszkami palcéw wargi,
policzki, czoto, nos, podbrédek. Uciskamy punkty pod
broda przy kacikach warg, w okolicach stawu zuchwowe-
go i przy skrzydetkach nosa. Gladzimy delikatie czolo
(jednoczesnie palcami obu dtoni od $rodka na zewnatrz),
twarz (od grzbietu nosa do uszu i od $rodka gérnej wargi
do uszu).

+ Smieszne miny — szybko, swobodnie parskamy, kla-
skamy, naprzemiennie wykonujemy wargami dziubek
i szeroki uSmiech, przesadnie ziewamy, marszczymy
groznie brwi.

Literatura:
1.Kisiel Mirostaw, ,,Emisja i higiena glosu w pracy dydaktyczno-
-wychowawczej nauczyciela”
2.http://everethnews.pl/newsy/5-najczesciej-wystepujacych-
-chorob-zawodowych-w-polsce/

Karolina Birnkowska
Pedagog specjalny, neurologopeda,
terapeuta pedagogiczny.
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WSKACANIA:

suchos¢ btony sluzowej gardta,

odruch chrzakania i chrypka,
bolesne przetykanie,

odczucie zalegania w gardle,

eeSeee

suchy, bezproduktywny kaszel.

CAPEWNIA:

nawilzenie btony sluzowej jamy ustnej i gardta, dzieki
kompleksowi hydrozelowemu z kwasem hialuronowym,

ochrone i regeneracje podraznionych miejsc, dzieki powtoce
nawilzajacej,

ztagodzenie objawow, dzieki dtugotrwatemu dziataniu.
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ODPOWIEDNI OD 6. ROKU BEZ LAKTOZY BEZ GLUTENU BEZ DODATKU
DLA DIABETYKOW ZYCIA CUKRU
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Ryc. 1
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poprzednim artykule zajmowa-

liSmy sie brylami platonskimi,

pokazujac nietypowe wykonanie

ich modeli papierowych. Tu poka-
zemy, jak mozna wykonac nietypo-
we modele bry} archimedesowych,
ale nieco inaczej niz w przypadku bry! platonskich.
Sprébujemy wykonac je tak, aby uzyska¢ efekt azuro-
wosci —i co$ wiecej.

Bryly archimedesowe sa powiazane z platoniskimi,
co cze$ciowo pokazuje ryc. 1.

L

£

Jeszcze jedna grupa wieloScianéw zwigzana jest —
cho¢ tylko czeSciowo — z brylami platonskimi i archi-
medesowymi. S to tzw. wielosciany Johnsona, ktérych
jest 92. We wszystkich $ciany sa wielokatami foremny-
mi. Przykladowo piramida czorokatna (J1) jest potowa
o$mioscianu foremnego, a tzw. kopula tréjkatna (J3) jest
polowa szescioosmioScianu, zwanego tez kuboktaedrem.

Na azurowych modelach bry} archimedesowych be-
dziemy starali sie pokazac ich ,,strukture wewnetrzng”,
przez co uwidocznimy to, jak mozna je sktadac lub bu-

dowac.
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Na ryc. 2 pokazany jest model
szeScioosmiosScianu — bez Scian
zewnetrznych, uwypuklajac

jego wnetrze. Widzimy,

Ze szescioosmio$cian mozna ztozy¢

z o$miu czworoscianéw foremnych

i szeSciu piramid czworokatnych (J1).
Zauwazmy, Ze tréjkaty w tym modelu
tworzg cztery szescioboki foremne.
Azurowy model szeScianu $cietego

z ryc. 3 pokazuje z kolei, Ze mozna
go zlozy¢ z o$miu czworoscianow
foremnych i z szeSciu koput
czworokatnych (J4). W srodku bryly
widoczny jest wirtualny szescian.

Ale nie wszystkie bryty archimedesowe
mozna tak fatwo roztozy¢ na mniejsze
czesci, ktore sq brytami wspomnianymi
na poczatku. Szczegodlnie obie bryly
skrecone (przyciete) sprawiaja
problemy pod tym wzgledem.

Na rycinach ponizej pokazujemy
schematy mozliwych do zrobienia
modeli azurowych.

Rysunki zostaty wykonane przy
pomocy programu Stella4D.

Model sze$cianoo$mioscianu
rombowego matego (ryc. 4)

mozna wykonac z szesciu
przecinajacych sie oSmiokatow
foremnych (oktagon6w), a model
osmioscianu Scietego (ryc. 5)

z sze$ciu piramid kwadratowych (J1)
i dwunastu kwadratéw.

W $rodku bryty mozemy dostrzec
wirtualny o$mioscian foremny.

SzeSciooSmioscian rombowy

wielki jako model azurowy

(ryc. 6) jest bardziej skomplikowany
niz poprzednie, gdyz do jego budowy
potrzebujemy trzech rodzajéw bryt:
12 sze$ciandw, osiem koput
tréjkatnych (J3) i szeS¢ koput
czworokatnych (J4).

W $rodku pojawia sie wirtualny
sze$cio-o$mioscian rombowy maty.

WWW.CZASOPISMOMATEMATYKA.PL
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Azurowe modele bry} archimedesowych o symetrii du-
dziesto$cianu foremnego (ikosaedrycznej) sa trudniejsze
w wykonaniu, gdyz czasem musimy stosowa¢ w nich
zmodyfikowane bryty, a wiec bryly, ktérych Sciany nie
sa wielokatami foremnymi.

Na ryc. 7 pokazany jest azurowy model dwudziesto-
Scianu $cietego, ktéry zbudowany jest z 20 zmodyfiko-
wanych koput trdjkatnych, gdzie zamiast kwadratow
mamy prostokaty i 12 piramid pieciokatnych. Ich wy-
miary sa tak dobrane, ze w Srodku pojawia sie wirtualny
dwudziestoscian foremny.

Pytanie: jaka jest wysoko$¢ takiej piramidy piecio-
katnej?

Wykonywanie takich modeli moze nam uswiadomi¢ niektére aspekty
zwigzane z brytami archimedesowymi, nazywane tez pétforemnymi. Uwi-
dacznia sie przez to ich strukture, symetrie, regularnos¢ i wzajemne relacje.

Zachecam do wykonania pozostatych modeli.

Czytelnikom posiadajacym program Stella moge na zZyczenie udostepnic¢
pliki w formacie STEL pokazanych w tym artykule modeli. Réwniez pliki
obiektéw 3D z poprzednich artykutéw chetnie udostepnie. Prosze przestaé
mi krétki e-mail.

mgr inz. Tadeusz E. Dorozinski

mgr inz. architekt, byty pracownik naukowy Politechniki Wroctawskie;j.

Na swojej stronie internetowej www.3doro.de zajmuje sie gtdwnie
geometrig 3D. Autor poleca tez strone www.geometryka.wordpress.com/
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VIALY SCIE
DWU NASTOSClAN
GWIAZDZIS

dy Johannes Kepler w 1609 r. zbudowat
dwie formy przestrzenne, ktére nazwat
,uszatymi” (albo ,.koronkowymi”) ze wzgle-
du na odstajgce fragmenty tych form,
nie przypuszczal, ze byt inicjatorem serii

wielo$cianéw jednorodnych wklestych.
Pierwsza z nich, szeécian uszaty, stworzyl, przecina-
jac ze soba utworzone na $cianach sze$cianu oktagramy
(o$miokaty gwiazdziste). Rycina 1 ilustruje rzut tego wielo-
$cianu wykonanego w programie Cabri 3D.

Druga forme — dwunasto$cian uszaty (koronowy) —
Kepler uzyskat z przeciecia dekagraméw (dziesiecioka-
tow gwiazdzistych) skonstruowanych na $cianach dwu-
nasto$cianu foremnego. Na bazie tej formy przestrzennej
Keplera skonstruujemy siedemnasty wielo$cian jednorod-
ny — Small Stellated Truncated Dodecahedron (rys. 5.).

WWW.CZASOPISMOMATEMATYKA.PL
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Konstrukcje naszego wieloscianu

w programie SketchUp rozpoczynamy

od dwunastoscianu foremnego.

Jedna z jego $cian obracamy narzedziem
Obrot o kat o mierze 36° wokét osi
prostopadtej do plaszczyzny tej $ciany,
przechodzqcej przez jej srodek. Krawedzie
obu wielokatéw przecinaja sie w dziesieciu
punktach, ktére postuza nam do utworzenia
dziesieciokata foremnego (ryc. 2),

a nastepnie dziesieciokata gwiazdzistego
(dekagramu) — ryc. 3.

Kotka pomalowane na biato-czerwono
shiza do zaznaczania srodkéw pieciokatnej
Sciany dwunasto$cianu. Potem je usuniemy:.
Za pomocg odpowiednich obrotow
kopiujemy dziesieciokatne gwiazdy

na wszystkie $ciany dwunastoscianu.
Stosujac obroty, warto zmienia¢

za kazdym razem polozenie ukladu
wspotrzednych programu SketchUp,

bo to ulatwia dokonanie precyzyjnego
obrotu. Otrzymujemy forme przestrzenng,
jakaq uzyskat Kepler — uszaty
dwunastoscian — ryc. 4.

Teraz zamykamy te forme wielokgtami,
ktore utworzg sie w programie SketchUp
same, jesli wykreslimy odcinki taczace
dwa wierzchotki wglebien koronek
Srodkowosymetrycznych wzgledem srodka
dwunastoscianu. Na ryc. 5 odcinki te
zaznaczone s3 czerwona liniq przerywana,
a dwie $cianki utworzone w ten sposéb
pomalowano kolorem zielonym.

Kreslac wszystkie takie odcinki,
otrzymamy poszukiwany maty $ciety
dwunastoscian gwiazdzisty —ryc. 6.
Wykonanie siatki tego wieloscianu

nie powinno sprawi¢ kiopotu.

Najpierw sklejamy dwunastoscian
foremny, a nastepnie przyklejamy
dekagramowe ,,koronki” wraz

z trapezowymi wklesnieciami.

Jeden z segment6w siatki przedstawia ryc. 7.
Wieloscian ten dobrze bedzie sie
prezentowat w szkolnej kolekcji
wielo$cianéw jednorodnych.

Malujac jego Sciany, nalezy pamietac,

by Sciany Srodkowosymetryczne

miaty ten sam kolor.

Ryc. 7

Bronek Pabich

Jest cztonkiem honorowym Stowarzyszenia Nauczycieli Matematyki.
Wieloletni nauczyciel ZSZ w Wieliczce i nauczyciel akademicki -
popularyzator matematyki, pasjonat programoéw geometrii dynamicznej
(CABRI, GEOGEBRA, SKETCHUP, DPGRAPH), cztonek SNM.

Jego strona internetowa www.pabich.interklasa.pl

istnieje od 1998 r. jako pierwsza polska strona matematyczna

z dynamiczng wizualizacjg geometrii 3D.
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W publikacji znajdziesz:

® Szczeg6towe omoéwienie zmian prawnych wchodzgcych w zycie
od nowego roku szkolnego

® Instrukcje, jak tworzy¢ regulamin oceniania nauczycieli
w szkole

® Poréwnanie stanu prawnego sprzed 1 wrzesnia br.
z obowigzujgcym po 1 wrzesnia br.

* Informacje na temat tego, jakich terminéw nalezy
przestrzegac w zakresie dokonywania oceny pracy

* Wskazdéwke, jak powinien wygladac¢ prawidtowy arkusz
obserwacji lekgji

* Wzorcowg karte oceny pracy nauczyciela

Zasady _
dokonywanid
oceny pracy
nauczycield

od 1 wrzesnia 2018 roku

Dlaczego warto?

-, 5 ‘ _ B

Dzieki publikacji z tatwoscig Utatwisz sobie prace
wprowadzisz w zycie dzieki sprawdzonym
w swojej placowce radom naszego
zmiany prawne eksperta

www.literka.pl

L)

Wyposazysz
sie we wzorcowe
dokumenty niezbedne
do dokonywania oceny
pracy nauczyciela




Edukuj i dziataj z Polskg Akcjg Humanitarng.
Zapisz sie do kampanii ,Niose Pomoc”
i otrzymaj bezptatne materiaty edukacyijne.

www.pah.org.pl/edukuj

Polska Akcja Humanitarna




