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Drodzy Czytelnicy;,

najnowszym numerze ,Matematyki” przygotowalismy dla Was
spora dawke zadan matematycznych z opracowaniami, ktére na

pewno przydadza sie Wam w nowym roku szkolnym.

W temacie numeru analizujemy wraz z Joanng Swierszcz nie-
typowy rozklad wynikéw matematycznej czgsci egzaminu 6smoklasisty, staramy

sie je zinterpretowac i zastanawiamy sie, jak przygotowac sie w tym roku szkolnym.

Dzielimy si¢ z Panstwem takze pomystami na lekcje. Piotr Zarzycki opisuje za-
gadnienie uczenia statystyki w szkole podstawowej w wykorzystaniem technolo-
gicznego wsparcia, z kolei Cezary Tkacz pochyli sie nad tematem liczb dualnych.
Ponadto w najnowszym numerze znajda Panstwo teksty po§wiecone utamkom
dziesietnym oraz zadaniu geometrycznemu, ktére zastanowito nawet doswiad-

czonego matematyka.

W pozostalej czesci czasopisma znajdziecie Panistwo przyklady zadan dla wszyst-
kich pozioméw nauczania — od IV klasy szkoty podstawowej az po ostatnie klasy
liceum, a takze z zakresu egzaminéw: E8, maturalnego na poziomie podstawo-

wym i zaawansowanym.

Mamy nadzieje, ze z powodzeniem wykorzystacie te materialy na lekcjach w no-

wym roku szkolnym. Mitej lektury!

Redaktor naczelna wraz z gronem autorskim
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Jesli maja Panstwo jakiekolwiek sugestie odnosnie do naszego czasopisma -

prosimy pisa¢ na adres e-mailowy: matematyka@forum-media.pl
Zapraszamy takze na nasz Facebook: https:/www.facebook.com/czasopismomatematyka/
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AUTOR: JONNA SWIERCZ

DWA GARBY EGZAMINU

OSMOKLASISTY,

CZYLI POMIEDZY MOGE, CHCE I NIE CHCE.

KILKA WSKAZOWEK DLA NAUCZYCIELI

Wprawdzie na stronach Centralnej Komisji Egzaminacyjnej opublikowano jedynie
informacje wstepne o wynikach egzaminu ésmoklasisty 2023, to mimo przerwy
wakacyjnej przez media ogolnopolskie i spotecznosciowe przetoczyta sie dyskusja

na ich temat. Oczywiscie najwiecej uwagi poswiecono matematyce, w szczegolnosci
nietypowemu rozktadowi wynikow, ktory pojawit sie po raz drugi. Czy to juz tendencja,
czy tylko przypadek? Takie zadawano pytanie, ale po kolei.

ROZKLAD WYNIKOW

Co roku pod koniec wrze$nia Centralna Komisja Egza-
minacyjna publikuje na swojej stronie internetowej doku-
ment ,,Osiggniecia uczniéw konczacych VIII klase szkoty
podstawowej”. Jest to obszerne opracowanie, w ktérym
mozna znalez¢ m.in.: opis arkusza standardowego, dane
dotyczace populacji uczniow, informacje o przebiegu eg-
zaminu, podstawowe dane statystyczne, komentarz oraz
podstawowe informacje o arkuszach dostosowanych.

Na kolejnej stronie przedstawiono rozklady wynikow
z matematyki w poszczegdlnych latach od poczatku wpro-
wadzenia egzaminu ésmoklasisty.

Rozktad z roku 2023 pochodzi z dokumentu ,,Infor-
macje wstepne o wynikach egzaminu 6smoklasisty
w20231”.

Poruszenie wzbudzil fakt zmiany ksztaltu rozkladu.
Z rozkladu normalnego przeszedl w rozklad dwumo-
dalny. W takim przypadku wyniki uczniéw skupiaja si¢
w dwoch miejscach potocznie zwanych ,,garbami”. Dla-
czego taki rozklad wynikéw z matematyki budzi taki
wielki niepokoj, jesli od poczatku wprowadzenia egza-
minu dsmoklasisty w taki sposob rokrocznie rozkladaja

si¢ wyniki z jezyka angielskiego?

WWW.CZASOPISMOMATEMATYKA.PL

CZY MUSIMY SIE MARTWIC?

Na to pytanie probowata odpowiedzie¢ Justyna Suchec-
ka na famach portalu tvn24.pl w artykule Wyniki egza-
minéw z matematyki. Dlaczego dwugarbny wielblgd po-
winien nas martwic.

Stwierdzila, Ze nalezy uwzgledni¢ kumulacje roczni-
koéw, z ktéra mieliémy do czynienia w tym i poprzednim
roku szkolnym. Zostaje réwniez w artykule przywotany
koronny argument, ktéry wraca jak bumerang, a mia-
nowicie wiek pdjscia uczniow do szkoly. W ostatnich
rocznikach 6smoklasistow do egzaminu przygotowywa-
lismy zaréwno dzieci, ktore rozpoczety nauke w szkole
w wieku 6, jak i 7 lat. Autorka bierze pod uwage réwniez
polozenie szkoty i podkresla wyraznie, ze réznica po-
miedzy wynikami szkoét wiejskich i miejskich jest zna-
czaca. Osobiscie nie jestem zdziwiona, bo kazdy egza-
min zewnetrzny pokazywal takie dysproporcje i moim
zdaniem niestety tendencja ta bedzie si¢ utrzymywac.

Autorka przeprowadza réwniez rozmowe m.in. z dyrek-
torem CKE. Marcin Smolik stwierdza, Ze po cz¢sci obecna
sytuacja to tez efekt pandemii. Jednak czy aby na pewno?
Tutaj wdatabym si¢ w lekka polemike. Tej tendencji nie

wida¢ w rozktadzie z roku 2021, a ci uczniowie uczyli si¢
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w okresie COVID-19. Mlodziez piszaca egzamin w obec-
nym roku szkolnym nauczanie zdalne rozpoczeta w poto-
wie klasy pigtej, a zakonczyla cze$ciowo w siodmej. Osma
klasa w calosci odbywala si¢ w sposob stacjonarny. Mo-
im zdaniem przyczyny nalezy upatrywac nie w formie
nauczania, ale w nastawieniu do uczenia si¢ i dojrzalo-
$ci uczniéw. Niestety okres pandemii pokazal, ze mlodzi
ludzie potrafili ,,oszuka¢” system. Sprawiali, ze ich oce-
ny rosty w sposéb wyktadniczy. Powrét do szkoty poka-
zal, ze nie szly niestety za tym ich umiejetnosci matema-
tyczne. Gdy zasiedli ponownie w tawkach naprzeciwko
nauczycieli, niewielu z nich chcialo nadrabiac zaleglosci
i rzetelnie przygotowywac sie do egzaminu. Czgé¢ z nich
wyrobila w sobie réwniez bardzo roszczeniows postawe
wobec przedmiotu. Chcieli dalej otrzymywac tak wyso-
kie oceny jak w okresie edukacji zdalnej, ale niestety pra-
wie bez Zadnego wysitku z ich strony. Jezeli jeszcze taka
postawa cechowala ich rodzicéw, wéwczas byla to prosta
droga do ,,garbu” po lewej stronie, czyli niskich wynikéw.
Tutaj dotykamy szerszego problemu, ktdry réwniez po-
rusza pani Suchacka. Jest nim motywacja do nauki oraz
umiejetno$¢ uczenia sie, wspomniana przez nig w odnie-
sieniu do ucznidw szkét srednich. Zajecia pod hastem ,,jak
sie uczy¢” powinny by¢ organizowane w kazdej szkole.
Zadam jednak pytanie: Kto powinien je prowadzi¢ i w ra-
mach jakich zaje¢? Tego nie wiemy i jakos nikt w szerszej
skali nie chce si¢ podja¢ rozwigzania tego problemu.
Dyrektor Smolik posuwa si¢ dalej w poszukiwaniu
przyczyn wystapienia nietypowego rozkladu wynikéw,
majac nadzieje, Ze nie stanie si¢ to tendencja. Wedlug nie-
go to ,,... wymagania egzaminacyjne wykluczyty w ostat-
nich latach najtrudniejsze zagadnienia z matematyki.
(...) Do tego zadan otwartych bylo mniej (...), dla tych
uczniéw powyzej Sredniej, ktdrzy normalnie oscylowa-
liby w granicach wyniku 60%-70%, nie bylo w tym roku
zadan za trudnych. Osiagneli to, czego normalnie mogli-
by nie osiagnac, poszlo im bardzo dobrze” - ocenia. I za-
raz podkresla: ,,To nie jest tak, ze brakowalo zadan $red-
nich, w naszym przekonaniu brakowalo zadan trudnych
i bardzo trudnych. I stad wielu uczniéw z bardzo dobry-

mi wynikami”. Czytajac ten fragment, ciezko uspokoi¢
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skaczace gwaltownie ci$nienie. Pierwsza i moze troche
za szybka konkluzja - czyli to dobér zadan przyczynil si¢
do sukcesu najlepszych ucznidw, to dzigki ograniczeniom
wymagan pojawila sie tak liczna grupa uczniéw osiaga-
jacych wysokie wyniki? Nie moge sie z tym zgodzi¢. Mo-
im zdaniem ograniczenie wymagan bylo najlepsza de-
cyzja podjeta przez CKE od wielu lat. Przede wszystkim
dzieki temu udaje si¢ uzyskac akceptowalne wyniki, jako
zaprzeczenie stwierdzenia ,matematyka wypada najgo-
rzej”, a nie wyniki oscylujace w granicach ponizej 40%.
Jest zle, ale nie beznadziejnie. Wymagania op6znity wyj-
$cie na $wiatlo dzienne réwniez faktu, ktéry my nauczy-
ciele zauwazamy juz od poczatku wprowadzenia zmian
w podstawie programowej z matematyki, a mianowicie,
ze jest ona niedostosowana do mozliwosci i wieku wspot-
czesnych uczniéw. Bo czy normalna jest sytuacja, ze §red-
nio jedna osoba w klasie rozumie zadania na dowodze-
nia, ale nie potrafi samodzielnie powtérzy¢ rozumowania
prezentowanego przez nauczyciela? Co z reszta uczniow?
Jeden rocznik 6smoklasistow zadal mi takie pytanie, gdy
usilowalam ich zaznajomic z dowodami goemetryczny-
mi: ,,Prosze pani, czy my naprawde jestesmy tacy ghupi?”.
I'jak odpowiedziec¢ dzieciom na to pytanie? Méwilam,
ze nauczg sie tego w szkole $redniej. Jak powiedzie¢ im,
ze to dorosli popetnili blad, konstruujac takg podstawe
programowa. Wracajac do tegorocznego egzaminu, czy —
powolujac si¢ na stowa dyrektora CKE - zadanie 18 ar-
kusza mozna uznac za zadanie $rednie? Z mojego punk-
tu widzenia jest to zadanie trudne i takie same informa-
cje odnajduje w opracowaniach, bo rozwigzalo je tylko
35% zdajacych.

Kolejng obawe wyraza réwniez Marcin Karpinski war-
tykule przygotowanym przez Justyne Suchacka: ,,Jesli
okazaloby sig, Ze ta »dobra« grupa powstaje, jak na przy-
klad na jezyku angielskim, w duzej mierze dzigki zaje-
ciom pozaszkolnym, to bytoby to naprawde grozne dla
edukacji”. Takie stwierdzenie nie jest dla mnie niczym
nowym. Domyslam sie, ze te dodatkowe zajecia to po pro-
stu korepetycje, ktdre sg faktem i z przykroscig musze
stwierdzi¢, ze chyba nic nie da si¢ z tym zrobi¢. Uczestni-

czy w nich wielu uczniéw, a wynika to z kilku przyczyn.
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Pierwsza, najbardziej oczywista to konieczno$¢ nadro-
bienia zalegloéci. Wielu rodzicéw nie jest w stanie poméc
swoim dzieciom czy to z braku umiejetnosci, czy braku
czasu, a wowczas na horyzoncie pojawia si¢ korepetytor.
Kiedys nawzajem douczali si¢ rowniez réwiesnicy, teraz
jest to rzadkos$cig. Dodatkowe zajgcia majg réwniez in-
ne, bardziej pozytywne oblicze. Sg to zajecia prowadzo-
ne w szkofach $rednich dla 6smoklasistow — taka wezesna
rekrutacja oraz programy zaje¢ dodatkowych inicjowane
przez bardziej swiadome wladze lokalne.

Wiec czy nalezy si¢ martwic? Czy lepszy jest jeden ,,garb”
przesuwajacy sie bardzo mocno w strong wynikéw stabych,
czy dwa ,,garby”? Gdybym zostala postawiona przed wy-

borem: jeden czy dwa, wybieram dwa.

WBREW ROZSADKOWI

Skad taki tytul? W tym roku w mojej szkole do egzaminu
przystapily trzy klasy 6sme. Uczytam jedna, ktora najle-
piej wypadta wlasnie z matematyki - nie z jezyka polskie-
go, nie z jezyka nowozytnego, tylko wlasnie z matematyki.
Trzech moich uczniéw uzyskato najwyzszy wynik 100%
(wtym jeden uczen, u ktérego zdiagnozowano specyficzne
zaburzenia w uczeniu si¢ — dysleksje rozwojowa), piecioro —
powyzej 70%, kolejna dwojka — powyzej sredniej krajowe;,
a kolejna pigtka zdobyta 52%, wiec nieznacznie ponizej
wyniku krajowego. To razem 15 0séb na 25 0séb uczesz-
czajacych do tej klasy. Postaram sie przyblizy¢, jak z nimi
pracowalam. Zeby nie byto zbyt rézowo, nie zabraknie row-
niez kilku stéw o uczniach, ktérzy zdobyli liczbe punktéw

znacznie ponizej ich indywidualnych mozliwosci.

PLAN PRACY
Przed przystgpieniem do opracowania planu pracy za-
poznaje sie z dokumentami opublikowanymi na stronie
CKE. Jest to m.in. terminarz egzamin6w, zakres wyma-
gan egzaminacyjnych oraz obowigzujace rodzaje dosto-
sowan. Od lat pracuje w taki sposdb, ze najpierw realizu-
je nalekcji z uczniami material obowigzkowy, a dopiero
potem na kazdej lekcji przygotowujemy si¢ do egzaminu.
Punktem zwrotnym jest na pewno egzamin probny, kto-

ry rokrocznie odbywa si¢ w mojej szkole na przefomie li-

stopada i grudnia. Jest to dla mnie zawsze bardzo cigzki
okres, bo przewaznie okazuje si¢, ze nic nie umiemy i czeka
nas naprawdg ci¢zka praca. Za jej powodzenie nie jestem
odpowiedzialna tylko ja i uczniowie, ale wlgczam w to réw-
nanie egzaminacyjne réwniez rodzicéw. Zapraszam ich
na spotkanie, podczas ktdérego przedstawiam najwazniej-
sze informacje na temat egzaminu, prezentuje m.in. rodza-
je zadan i zasady oceniania na konkretnych przykfadach.
Prezentuje rowniez wyniki egzaminui co ,.ciekawsze” roz-
wigzania. Celem spotkania jest przede wszystkim zaszo-
kowanie rodzicéw, ktérzy przewaznie mysla, ze ich dzieci
sa dobrze przygotowane do egzaminu. Niejednokrotnie
spotkania te s3 bardzo trudne dla mnie jako nauczyciela,
bo czes¢ rodzicow usiluje obarczy¢ mnie wing za zaistnia-
I3 sytuacje. W tym roku szkolnym z egzaminu probnego
moi uczniowie uzyskali 24% (wbrew rozsadkowi, na wla-
$ciwym egzaminie uzyskalismy 59%). Po spotkaniu do-
cieraly réwniez do mnie gratulacje ze strony rodzicéw,
ktorzy byli pod wrazeniem spotkania, przedstawionego
planu pracy oraz rzeczowosci argumentéw. Otwarcie pro-
sze réwniez rodzicow o pomoc i wsparcie, o pilnowanie

uczniéw, m.in. o odpytywanie ze wzordw.

WZOR NA EGZAMIN

Znajomo$¢ wzoréw wydaje mi sie kluczowa, dlatego juz
na poczatku roku umieszczam w chmurze prezentacje
zawierajaca wszystkie potrzebne wzory. Kiedy przygoto-
wujemy sie do egzaminu, raz na tydzien robi¢ z nich kart-
kéwke - nie z calosci, ale z trzech stron. Podaje uczniom
trzy liczby, np. 3, 51 19, i oni wiedza, ze muszg si¢ skupi¢
wlagnie na wzorach prezentowanych na tych stronach.
Gdy robilam pierwsze takie kartkéwki, réwniez w formie
online, kazdy rozwigzywat je na swojej komorce. Ucznio-
wie otrzymywali prawie same oceny niedostateczne i do-
puszczajace. Pod koniec takich ocen juz nie bylo, a zaczety
pojawiac sie oceny dobre i bardzo dobre.

Ze wzgledu na to, Ze wymagania egzaminacyjne nie
obejmuja wszystkich umiejetnosci z podstawy pro-
gramowej, przygotowanie do egzaminu jest prawdzi-
wa ekwilibrystyka. Nauczyciel musi umiejetnie do-

biera¢ zadania. Do$wiadczenie pokazalo, ze nie warto
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rezygnowac z powtarzania nastepujacych umiejetnosci
z podstawy programowej:
« obliczanie pierwiastka z iloczynu i ilorazu dwoch
liczb, wylaczanie liczby przed znak pierwiastka
i wlaczanie liczby pod znak pierwiastka,
 mnozenieidzielenie pierwiastkow tego samego stopnia,
« korzystanie z wlasnosci prostych réwnolegtych,
w szczegdlnosci stosowanie wlasnosci rownosci
katow odpowiadajacych i naprzemianleglych,
+ znajomo$¢ i stosowanie twierdzenia o réwnosci ka-
tow wierzcholkowych (z wykorzystaniem zalezno-

$ci miedzy katami przylegtymi).

Jezeli uczniowie biegle postuguja si¢ tymi umiejetno-
$ciami, wowczas znacznie fatwiej rozwigzuje si¢ im za-
dania wymagajace np. zastosowania twierdzenia Pi-
tagorasa. Pragne podkresli¢, Ze te umiejetnosci nie
znalazly si¢ w wymaganiach egzaminacyjnych, ktére

obowigzujg jeszcze w roku szkolnym 2023/2024.

CODZIENNA PRACA

Gdybys$my podczas kazdej lekcji rozwigzywali tak zwy-
czajnie zadania egzaminacyjne, zanudziliby$my sie
wzajemnie, a motywacja do dalszej nauki bylaby bar-
dzo niska. Dlatego podstawowe umiejetnosci powta-
rzamy w formie gier czy zabaw. Najcze$ciej jest to bingo
matematyczne. O tym, jak je wykorzystac¢ na lekcjach
matematyki w klasach IV-VIII, pisalam juz na tamach
tego czasopisma. Wykorzystuje rowniez zadania, ktd-
re przygotowalam dla moich mtodszych uczniéw, np.
w formie ruchowej w postaci podchodéw matematycz-
nych. Uczniom klas miodszych ich rozwigzanie zajmu-
je calg lekcje, dsmoklasistom — 15 minut. Napisaliémy
réwniez dziewigc testow probnych, ktére oméwiltam,
a wspolnie rozwiagzywaliémy kazdorazowo zadania,
ktore wypadty najstabiej. Podczas pozostalych lekeji

uczniowie pracuja w grupach.

INDYWIDUALIZACJA JEST KLUCZEM

Dzielg uczniéw na trzy grupy, nazywajac je tak, jak dawniej

nazywane byly grupy przedszkolne, tj. Maluchy, Srednia-
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ki i Starszaki. To ja decyduje o podziale. Biore pod uwage
umiejetnosci uczniow, ale réwniez ich poziom zaangazowa-
nia i poczucie odpowiedzialnosci. Zdarza sie, ze w trakcie
przygotowan uczniowie zmieniajg grupy. Najczesciej jest
tak, ze najliczniejsza jest grupa Sredniakéw. Stanowi ona
okoto 50% klasy. Starszakow jest prawie tyle samo co Ma-
luchéw. Do Maluchéw moze naleze¢ uczen staby albo $red-
ni, ale niepracujacy regularnie. Sredniakiem zostaje uczen
$redni albo bardzo dobry, ale majacy problemy z systema-
tycznoscig. Starszaki do uczniowie bardzo dobrzy, ale réw-
niez pilni i mocno zmotywowani, aby osiagna¢ bardzo do-
brywynik z egzaminu. Dlaczego tak robig? Zainspirowata
mnie w poprzednich latach jedna z moich uczennic. Dziew-
czynamiata do$¢ wyrazng mimike. Rozwigzujac jedno z fa-
twiejszych zadan, ktdre nie do konca najstabsi rozumieli,
zobaczytam na jej twarzy zniechecenie, a poza tym wyrzut,
dlaczego ona musi na co$ takiego traci¢ swdj czas i umiejet-
nosci. Wéwczas pomyslatam o podziale na grupyi o tym,
ze cze$¢ odpowiedzialnosci przerzuce na uczniow.
Kazdorazowo przygotowuje dla uczniéw zestawy zadan
o trzech poziomach trudnosci. Maluchy rozwigzuja swoje
zadania, Sredniaki swoje i te z grupy Maluchéw. Starszaki
maja zazadanie rozwigzac zadania z trzech grup. Te latwiej-
sze traktuja jak rozgrzewke, prawdziwe wyzwanie zaczyna
sie przy zadaniach skierowanych bezposrednio do nich. Po-
niewaz nie mam w swojej klasopracowni zwyczajnych ta-
wek, tylko szesciokatne stoly, wowczas organizacja pracy
w zréznicowanych grupach jest fatwiejsza. Jako nauczyciel
mam wtedy okazje do obserwacji uczniéw iich stylu pracy.
Naciskam na to, aby kontrolowali wzajemnie swoje wyniki.
Wkraczam, gdy mnie poprosza, gdy nie potrafig dojs¢ do te-
go, ktory wynik jest dobry, a rozwigzanie prawidtowe. Czesto
siadam z Maluchami, gdy widze, ze przestali pracowac, albo
ze Sredniakami, Zeby mie¢ pewnos¢, ze robig to, o co ich pro-
sze. Do Starszakéw dosiadac sie nie musze, chyba ze chee po-
stucha¢, jak duzo potrafitam nauczy¢ moich uczniéw.
Zadania dla Starszakéw to typowe zadania egzaminacyjne:
zamkniete i otwarte, wymagajace od ucznidw zastosowania
réznych umiejetnosci matematycznych. Zadania dla Malu-
chéw to zadania z dawnego egzaminu szdstoklasisty. S to

zadania latwe, specjalnie dobrane tak, aby réwniez ci ucznio-
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wie regularnie pracowali. Przy ich stole niejednokrotnie do-
chodzi do glosnych dyskusji, tylko ich tematyka jest znacznie
tatwiejsza, np. sprowadzanie do wspdlnego mianownika, po-
prawnos¢ zastosowanego wzoru na pole czy prawidlowos¢
przeliczenia jednostek objetosci. Sredniaki otrzymuja zada-
nia otwarte z egzaminu széstoklasisty, tatwiejsze zadania
otwarte z egzaminu 6smoklasisty i zadania zamkniete z eg-
zaminu 6smoKklasisty. Uczniowie przesigkaja ta przedszkolng
nomenklaturg, bo juz wchodzac do klasy pytaja, czy dzisiaj
pracujemy grupa Maluchéw, Sredniakéw i Starszakéw. Pra-
gne podkredli¢, Ze tutaj stawiam bardzo mocno na uczenie
réwiesnicze, bo dzieciaki nawzajem si¢ doksztalcajg, thuma-
czg swoje rozwigzania badz podaja potrzebne wzory.

W ubiegtym roku szkolnym Starszaki osiagnety wyniki
powyzej 72%. W tym roku Maluchy napisaty srednio na 41%,
$redniaki — na 56%, a starszaki — na 88%. Jeszcze raz podkre-
$lam, Ze klasa dsma, ktdrg uczytam, napisata w szkole najgo-
rzej jezyk polski, najgorzej jezyk angielski, a najlepiej mate-
matyke.

SPRAWNOSC RACHUNKOWA

Jest umiejetnoscig, ktéra ma bardzo duzy wptyw na wy-
nik egzaminu. Co z tego, ze rozumowanie jest poprawne,
jesli sprawnos¢ rachunkowa jest bardzo wolna. Brakuje
wowczas uczniom czasu na rozwigzanie wszystkich za-
dan podczas egzaminu. Dlatego w kazdej klasie, w kto-
rej ucze, codziennie ¢wiczymy tabliczke mnozenia. Wy-
korzystuje do tego poczatek lekcji i wchodzenie do klasy.
W klasach mlodszych pokazuje uczniom karty z iloczy-
nami, np. 6 x 8. Uczen wchodzi do klasy tylko wtedy, gdy
poda prawidlowa odpowiedz. Nastepnie pokazuje karty
zwynikami i gdy uczen widzi karte 48, powinien poda¢
prawidlowy iloczyn. W klasie 6smej pokazuje dwie karty
i zadaniem uczniéw jest obliczenie iloczynéw i ich doda-
nie. Co roku organizujemy mistrzostwa w tabliczce mno-
zenia. Obecna klasa 6sma wygrywala je co roku w swo-

jej kategorii wiekowej. Nagroda byt wyjazd nalodowisko.

MOTYWACJA

Po udziale w szkoleniu prowadzonym przez kolezanke

Ewe Ladng - doradczyni¢ metodycznag z Gizycka zmie-

nitam komunikaty, ktére kierowatam do uczniéw. Stara-
tam si¢ nie przemawiac jak dotychczas, czyli ,,nie zrobiles
zadania, bo nie znasz wzoru, szkoda, Ze ci si¢ nie chce”.
Mowilam raczej: ,,zobacz, gdybys znat wzér, na pewno
bys to rozwigzal, jestes w stanie sie tego nauczy¢”. Pod-
czas wspolnego rozwigzywania zadan ustyszatam nawet
taki zwrot ucznia do ucznia: ,nauczylbys sie tego wzoru,
ile jeszcze razy mam ci go podawac”. Zauwazatam kazdy
najmniejszy postep. Dwa glebokie wdechy, ruch strzepy-
wania ramion i zfa energia odptywata. Nawet takie gesty
si¢ pojawiaty. Gdy opadali z sit, przesytalam swojg ,,moc”,
mowitam po prostu: ,,bedzie dobrze, naprawde w was wie-
rz¢”. Czy w to wierzytam? Wstyd sie przyznac - rzadko,
ale z pokerowa ming dalej te mantre powtarzalam. Na po-
czatku uczniowie patrzyli na mnie podejrzliwie, a ci bar-
dziej bezposredni pytali nawet, czy dobrze si¢ czuje, co si¢
ze mna stalo. Jednak zadziatalo, wbrew wszystkiemu.

Obiecalam, ze napisze réwniez pare stéw o uczniach,
ktérzy osiagneli najstabsze wyniki. Stéw bedzie naprawde
kilka. Byty to niestety osoby, ktérym si¢ nie chcialo. Mia-
ty mozliwosci, ale matematyka nie lezala wich wachlarzu
zainteresowan. Mimo motywacji nie udalo mi si¢ do nich
dotrze¢. Niestety, nie mogtam réwniez liczy¢ na ich rodzi-
cow. Ale byty to trzy osoby. Pozostala dwudziestka dwdjka
bardzo pozytywnie mnie zaskoczyla.

Mam nadzieje, ze moje wskazéwki przydadzg si¢ na-
uczycielom, ktérzy w tym roku i kolejnych latach beda
pracowac z uczniami najstarszej klasy szkoly podstawo-
wej. Ja ciesze sie, Ze w tym roku dane mi bedzie odpo-
cza¢. Przygotowania do egzaminu przeprowadzane rze-
telnie i z zaangazowaniem kosztuja bardzo duzo wysitku.
Musze w kolejnych latach pamietaé, ze pomimo wszyst-
ko warto to robi¢, a wysokie wyniki sg w zasiggu moich

uczniéw wspieranych przeze mnie i rodzicéw.

Joanna Swiercz

Nauczycielka matematyki w szkole podstawowej, konsultantka
ds. nauczycieli matematyki Miejskiego Osrodka Doskonalenia
Nauczycieli w Opolu, cztonkini Zarzadu Stowarzyszenia
Nauczycieli Matematyki, cztonkini grupy Superbelfrzy RP. Autorka
jedenastu publikacji ksigzkowych dotyczacych m.in. stosowania
metod aktywizujgcych na lekcjach matematyki. Prowadzi

bloga www.matmainaczej.pl i fanpage o tej samej nazwie.
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AUTOR: JOWITA MICHALSKA

SZTUCZNA
INTELIGENCJA

Temat sztucznej inteligencji kilka miesiecy temu wszedt do mainstreamu i od tej

pory nazwa ta zostata odmieniona przez wszystkie przypadki. Coraz wiecej osdb

w roznych branzach, w réznym wieku i z roznych krajow zastanawia sie nad tym, jak
ta technologia wptynie na nasze spoteczenstwo. Jej oddziatywanie na pewno bedzie
szerokie, a zasieg obejmie kazdg dziedzine zycia. Dlatego tak wazne jest, aby juz
teraz sie zastanowid, jak sztuczng inteligencje mozna wykorzystywac¢ w edukacji - juz
wiadomo zresztg, ze jej potencjat jest ogromny. Wtasciwe wykorzystanie sztucznej
inteligencji daje wiele mozliwosci. Oczywiscie skomplikowana materia sprawia, ze z jej
zastosowaniem moga taczyc¢ sie rowniez problemy. Jednak kazda wczesniej stworzona
przez cztowieka technologia ma dwie strony medalu i to od nas zalezy, ktdra
wybierzemy. Ponizszy artykut ma na celu pomdc w dokonywaniu odpowiedzialnych
wyborow we wdrazaniu sztucznej inteligencji w edukacji. Zastanowimy sie, jakie
mozliwosci daje nauczycielom i uczniom, ale takze przyjrzymy sie, co implementacja
takich rozwigzan moze zdziata¢ w catym systemie.
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isja zyciowa Jowity Michalskiej jest uzbro-
jenie Polakéw w niezbedne kompetencje

cyfrowe. Dlatego powolata do zycia orga-

nizacje, ktora wspdtpracujac z czolowymi
amerykanskimi uczelniami, takimi jak MIT, Harvard Bu-
siness School czy Stanford, zajmuje si¢ edukacja w obsza-
rze nowych technologii. Digital University oferuje m.in.
certyfikowane programy edukacyjne, takie jak Digital
Transformation Leader oraz konferencje, takie jak Ma-
sters&Robots, na ktore przyjezdzaja do Polski najwybit-
niejsi $wiatowi eksperci. Powolana przez Jowite Fundacja
Digital University zajmuje si¢ edukacja oséb wykluczo-
nych oraz w trudnej sytuacji Zyciowej w obszarach: no-
wych technologii, bezpieczenstwa w internecie, zawodéw
przyszloscii ekologii.

Jowita jest polska ambasadorka Singularity Group, naj-
wazniejszego edukacyjnego think-tanku z Doliny Krze-
mowej. Ma ponad 20-letnie doswiadczenie biznesowe, ktd-
re zdobywala pracujac na kluczowych stanowiskach m.in.
w Polkomtelu, PGE czy Deloitte.

Ztytulu swojej dzialalnosci edukacyjnej Jowita otrzyma-
ta wiele nagréd i odznaczen, w tym Digital Shapers, przy-
znawane za znaczacy wklad w rozwdj gospodarki cyfro-
wej w Polsce. W ostatnim roku ,,Forbes Women” uznat jg
za jedna ze 100 najwybitniejszych kobiet w biznesie, a Ko-
misja Europejska mianowala Ambasadorka Cyfrowej UE.
Podczas moich wystapien czesto pokazuje zdjecie jedne-
go z najszybszych pociggdw $wiata, ktory jest Swietng me-
taforg dzisiejszej sytuacji. Kazdy z nas moze podja¢ jedna
z dwdch decyzji: wsigé¢ do pociggu lub zosta¢ na peronie.
Na stacji $wiat moze si¢ wydawac bezpieczny, ale wszyst-
kie mozliwosci rozwoju i lepszej pracy sa w pociagu. Musi-
my sobie uswiadomic, Ze nie ma zadnej innej mozliwosci,
technologia bedzie si¢ rozwija¢, a my powinni$my na-
uczyc sie z niej korzystac. Jeden z moich ulubionych méw-
cow, profesor Scott Galloway, stwierdza jeszcze dobitniej:
»Technologia rzadzi $wiatem, a my tylko w nim Zyjemy”.
Wazne jest, abysmy wszyscy, nie tylko nauczyciele, pozna-
li mozliwosci sztucznej inteligencji, zeby$smy wiedzieli,
jak wspierac sie ta technologia w pracy, jak o niej rozma-

wiac z dzie¢mi, z uczniami, i jak uczy¢ korzystania z niej.

CZYM JEST SZTUCZNA INTELIGENCJA?
Sztuczna inteligencja to technologie zdolne do wyko-
nywania zadan, ktére wczesniej wymagaty ludzkiej
inteligencji. Jest oparta na réznych technikach i algo-
rytmach, ktére pozwalajg maszynom analizowa¢ da-
ne, uczy¢ si¢ na ich podstawie, rozwigzywac problemy;,
podejmowac decyzje czy nawet prowadzic¢ interakcje
zludzmi. Sztuczna inteligencja, chociaz nie ma $wia-
domosci ani samoswiadomosci, jest zdolna do wyko-
nywania skomplikowanych obliczen i podejmowania
dzialania na podstawie logicznych regut i wzorcow.
W ostatnich latach sztuczna inteligencja zdobyla du-
z3 popularno$¢ i znalazta zastosowanie w wielu dzie-
dzinach, takich jak medycyna, finanse, przemyst, roz-
rywka i wiele innych. Wykorzystuje si¢ ja do analizy
ogromnych zbiordw danych, przetwarzania j¢zyka na-
turalnego, rozpoznawania obrazéw, rekomendowania
produktéw, sterowania autonomicznymi pojazdami
czy nawet tworzenia sztuki i muzyki. Mimo Ze sztucz-
na inteligencja ma ogromny potencjal, nadal stanowi
wyzwanie dla naukowcéw i inzynieréw, aby rozwijaé
ja etycznie i odpowiedzialnie, unikajac negatywnych
skutkow, i zapewnié korzysci spoteczenstwu.
Najwigcej emocji budzi tzw. generatywna sztucz-
na inteligencja (generative artificial intelligence), kto-
ra ma zdolno$¢ tworzenia nowych danych, obrazéw,
dzwiekow lub innych tresci przypominajacych te wy-
stepujace w rzeczywistosci. W odroéznieniu od trady-
cyjnych systemow sztucznej inteligencji, ktore skupiaja
sie na rozwigzywaniu okreslonych problemdw lub po-
dejmowaniu decyzji na podstawie istniejacych danych,
generatywne modele uczg si¢ na podstawie istniejacych
danych, aby potem tworzy¢ nowe. Przykladem gene-
ratywnej sztucznej inteligencji jest ChatGPT, ktérego

podstawowa wersja jest dostepna dla kazdego.

SZTUCZNA INTELIGENCJA

DLA NAUCZYCIELA

Jakie korzysci moze przynies¢ nauczycielom wprowa-
dzenie sztucznej inteligencji do edukacji? Po pierwsze,

oszczednos¢ czasu i energii, bo sztuczna inteligencja
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Zastosowanie ChatGPT jest bardzo szerokie i jego

znajomos¢ juz moze pozytywnie wptywac na procesy

edukacyjne. Jednak mozliwos$ci i programéw na jego
bazie jest znacznie wiecej. Oto kilka najciekawszych
aplikacji i narzedzi do wykorzystania w edukacji:

o Thinkster Math: program korepetycji z mate-
matyki, wykorzystujacy interakcje miedzyludz-
ka i sztuczng inteligencje do tworzenia spersona-
lizowanych programéw nauczania.

« Jill Watson: wirtualny asystent nauczania wyko-
rzystujacy sztuczng inteligencje, wprowadzony
przez Georgia Institute of Technology w 2016 r.

« Nuance: oprogramowanie do rozpoznawania
mowy, zdolne do transkrypcji do 160 stéw na mi-
nute. Szczegoélnie pomocne dla 0séb, ktdre maja
trudnosci z pisaniem.

« KidSense: rozwigzania edukacyjne przeznaczo-
ne dla dzieci, w tym narzedzie zamiany glosu na
tekst (speech to text).

« Palitt: zbudowany, aby poméc w fatwym tworze-
niu wlasnych niestandardowych wyktadéw, ma-
teriatéw do zajec lub podrecznika.

« Cram101: technologia, ktéra moze przeksztalci¢
dowolny podrecznik w inteligentny przewodnik
do nauki wraz z podsumowaniami rozdziatow
czy nieograniczonymi testami.

« JustTheFacts101: zastepuje tradycyjny zakreslacz,
natychmiast podswietlajac i generujac podsumo-

wania ksigzek i rozdzialow.

wyreczy nauczyciela w ucigzliwych, powtarzalnych
czynnosciach, takich jak planowanie czy pisanie spra-
wozdan, raportéw i podsumowan. Zmudna papierko-
wa praca skroci si¢ z pigciu godzin tygodniowo do kilku
minut, a nauczyciel zyska przestrzen na przygotowanie
ciekawszej lekcji. Dzigki generatywnej sztucznej inteli-
gencji nauczyciel szybciej i fatwiej znajdzie dodatkowe
informacje, ciekawostki, pomysty na urozmaicenie za-
je¢, takie jak elementy grywalizacji. Wszystko to popra-

wi jakos¢ lekcji i bardziej zaangazuje uczniow.
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ChatGPT, a dokladniej udost¢pnienie nieodptat-
nie wersji GPT-3 pod koniec ubieglego roku, zapo-
czatkowalo ogromny szum medialny wokét sztuczne;j
inteligencji. W zaledwie dwa miesigce po premierze
ChatGPT doczekal si¢ ponad 100 milionéw unikalnych
uzytkownikéw miesiecznie. Swojg przygode z oswaja-
niem si¢ z tymi rozwigzaniami warto zacza¢ wlasnie
od niego.

ChatGPT (generative pre-trained transformer) to
wielkoskalowy model jezykowy opracowany przez
organizacj¢ badawczg OpenAl. Jest on oparty na ar-
chitekturze transformatora, ktory jest rodzajem sie-
ci neuronowej zaprojektowanej do obstugi danych
sekwencyjnych, takich jak tekst. Model jest szkolo-
ny na ogromnej iloéci danych, co pozwala mu gene-
rowac tekst podobny do ludzkiego i wykonywac sze-
roki zakres zadan przetwarzania jezyka naturalnego.
ChatGPT to bardzo elastyczne narzedzie. Malo tego,
wydaje sie, ze dziala bardzo kreatywnie. Nalezy pod-
kresli¢, ze odpowiadajac na pytanie uzytkownika lub
piszac tekst na zadany temat, ChatGPT nie przeszu-
kuje zasobdw internetu. Korzysta z tego, czym zostat
wezesniej ,,nakarmiony”. Przeszukuje swoja wewnetrz-
ng baze, wykorzystujac zasade prawdopodobienstwa.
Nastepnie wybiera rekordy najlepiej pasujace do zada-
nego pytania. Warto zaznaczy¢, ze obecnie jego ,,wie-
dza” konczy si¢ na wrze$niu 2021 r., ale organizacja
OpenAljuz zapowiedziala, ze w nowej platnej wersji
pojawi sie mozliwos¢ przegladania stron internetowych
i tym samym dostep do aktualnych informacji.

Wydawac by si¢ moglo, ze na razie ChatGPT to bar-
dziej ciekawostka niz model do praktycznego zastoso-
wania, ale w rzeczywistosci juz teraz potrafi by¢ bar-
dzo przydatny. Mozna go uzywac np. do generowania
tresci artykuléw i opowiesci albo do podsumowywa-
nia réznych danych. Mozna mu zleci¢ np. napisanie
tekstu w okres§lonym stylu, a nawet wiersza lub tekstu
piosenki. Potrafi wykona¢ réwniez ttumaczenie z jed-
nego jezyka na drugi. Do tego ta technologia potrafi
réwniez napisa¢ kod w jezyku programowania, jaki jej

zaproponujemy.
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Jednym z zagrozen wynikajacych z korzystania
z ChatGPT jest to, ze opiera si¢ na danych, na ktérych
zostal przeszkolony, i moze generowac tekst, ktory jest
stronniczy lub odzwierciedla uprzedzenia. Dodatkowo
ChatGPT moze zosta¢ wykorzystany do generowania fal-
szywych lub wprowadzajacych w blad informacji, co mo-
ze stanowic potencjalne zagrozenie dla spoleczenstwa. Ta
technologia ma ciggle duzy problem z pytaniami weryfi-
kujacymi fakty (fact-checking) i nie radzi sobie z opisy-
waniem biografii os6b. Ponadto jego mocng strona nie sg
réwniez réwnania algebraiczne. ChatGPT jest pot¢znym
narzedziem jezykowym, ktére moze generowac tekst po-
dobny do ludzkiego i wykonywac szeroki zakres zadan
przetwarzania j¢zyka naturalnego. Uzytkownicy powinni
by¢ $wiadomi ryzyka i ograniczen ChatGPT oraz spraw-
dza¢ dokfadnos¢ generowanych przez niego informaciji.
To technologia, ktdra jest na poczatku swojego rozwoju
i jeszcze dlugo nie zastapi czlowieka w tworzeniu skom-
plikowanych lub artystycznych tekstéw. Nie oznacza to
jednak, ze w przyszlosci tak si¢ nie stanie.

ChatGPT moze by¢ cennym narzedziem dla nauczy-
cieli i wychowawcow w szkotach, pomagajac im zapew-
nia¢ wciagajace i skuteczne doswiadczenia edukacyjne
dla uczniéw. Jako model jezykowy moze by¢ wykorzy-
stywany do generowania tresci edukacyjnych, takich jak
scenariusze lekeji, quizy, zadania i materiaty do nauki.
Chatbot zapewnia spersonalizowane rozwigzania edu-
kacyjne dostosowane do potrzeb kazdego ucznia. Do-
starcza ttumaczenia, definicje i wyjasnienia stownictwa
izasad gramatycznych w réznych jezykach. Oprocz tego
warto zastanowic si¢ nad wykorzystaniem go do zbierania
i analizowania informacji zwrotnych od uczniéw na te-
mat kurséw i zadan, zapewniajac wglad w to, co dziata
dobrze i gdzie mozna wprowadzic¢ ulepszenia. Moze to
pomoc nauczycielom w udoskonaleniu metod i popra-

wieniu wynikéw.

SZTUCZNA INTELIGENCJA DLA UCZNIA
Zapoznanie dzieci i mlodziezy ze sztuczng inteligencja
jest nie tylko wazne, ale takze potrzebne do ich rozwoju

iradzenia sobie z wyzwaniami przyszlosci. Czegsto zapo-

minamy, ze pokolenia Z i Alfa wyrastaja otoczone tech-
nologia, przez co z fatwoscia po nia siegaja. To dla nich
tak oczywiste, jak dla starszych pokolen dostep do bieza-
cej wody w mieszkaniu. Jesli wiec podejmiemy probe na-
uczenia ich wlasciwego korzystania, znacznie zwickszy-
my potencjalne korzysci, a takze ograniczymy ryzyka.
Zamiast zakazywac korzystania z nowoczesnych
rozwigzan, warto porozmawiac z uczniami, jak po-
stugiwac si¢ nig w sposob, ktory przyniesie im jak naj-
wieksze korzy$ci. Nasza misjg powinno by¢ przygo-
towywanie dzieci do $wiata, w ktérym beda zyty, a to
$wiat assistive computing — technologii asystujace;j
w wielu obszarach zycia. To, Ze ChatGPT moze napisa¢
za ucznia wypracowanie, nie powinno by¢ powodem
do zakazu uzywania tej technologii do prac domowych.
Przeciez dotychczas tez nie mielismy pewnosci, ze kaz-
da praca domowa jest samodzielna. A sprawienie, aby
chatbot stworzyl wypracowanie na széstke, réwniez
wymaga umiejetnosci. W tym wypadku niezwykle
cenionej kompetencji, jaka jest zadawanie pytan. Za-
che¢my mlodziez do tego, aby wspierala si¢ chatbotem
w zbieraniu materialéw, planowaniu nauki. Bagdzmy
$wiadomi zagrozen i rozmawiajmy z dzie¢mi o nich.
Juz teraz zdarza sie, ze dzieci zadajg sztucznej inteli-
gencji pytania typu: ,,Jestem smutna, pokiocitam sie¢
z rodzicami, co mam zrobi¢?”. I wlasnie dlatego po-
winni$émy uczy¢ je, jak korzystac z tego narzedzia ma-
drze, skutecznie, a takze bezpiecznie. Takg rozmowe
mozna przeprowadzi¢ np. na godzinie wychowawczej.
ChatGPT moze wspomagac procesy edukacyjne przez
udzielanie odpowiedzi na pytania uczniéw, wyjasnia-
nie trudnych poje¢, udzielanie wskazéwek czy prezen-
towanie przykladoéw, ale nie powinien im zastepowac

rozmowy z przyjacielem, rodzicem czy ze specjalista.

SZTUCZNA INTELIGENCJA

DLA SYSTEMU

W tym aspekcie wszystko zaczyna si¢ od personalizacji.
Kazdy system to pewnego rodzaju uproszczenie, ktore
pozwala, dzigki zachowaniu pewnego usrednionego

poziomu i ogélnosci, systematycznie podnosi¢ wyni-
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ki catych grup. Jesli jednak chodzi o nauke, najlepsze
rezultaty przynosza formuly, ktére pozwalajg dopaso-
wacé program do wiedzy i umiejetnosci ucznia. Jeden
nauczyciel nie jest w stanie ciagle dostosowywac na-
uczania do potrzeb indywidualnych w klasach licza-
cych powyzej dwudziestu uczniéw. Tutaj moga przyjs¢
z pomoca zaawansowane modele sztucznej inteligen-
cji, ktdre beda analizowa¢ dane dotyczace postepdéw
i preferencji uczniéw, gromadzone m.in. podczas roz-
wigzywania testow, zadan czy korzystania z platform
edukacyjnych. Na podstawie zebranych informacji
sztuczna inteligencja stworzy dla kazdego ucznia oso-
bisty profil nauki, zawierajacy informacje o jego moc-
nych i stabych stronach, preferowanym stylu uczenia
sie oraz poziomie zaawansowania w danym obszarze
czy przedmiocie.

Nastepnie Al przygotuje spersonalizowane plany lek-
cji, materialy edukacyjne (np. prezentacje, filmy) oraz
interaktywne zadania, ktére odpowiadaja indywidual-
nemu poziomowi wiedzy, umiej¢tnosciom, stylom
i tempu uczenia si¢. Na przyklad dla uczniéw preferu-
jacych stuchanie sztuczna inteligencja dostarczy wersje
audio wykladéw, a dla preferujacych obrazy — grafiki
iilustracje. Obecnie proces nauczania czgsto koncen-
truje sie albo na najlepszych uczniach w klasie, albo
na najslabszych, w zaleznos$ci od wybranej metody.
To prowadzi do sytuacji, w ktérej cze$¢ uczniéw moze
sie nudzi¢ lub stresowa¢ podczas lekeji, a péZniej mu-
si nadrabia¢ zalegtosci po powrocie ze szkoty. Ponad-
to dzieki wykorzystaniu sztucznej inteligencji kazde
dziecko bedzie mialo mozliwo$¢ skorzystania z indy-
widualnych korepetycji.

Na podstawie analizy postepdéw uczniéw i identyfi-
kacji ich stabszych obszaréw generatywna sztuczna in-
teligencja bedzie mogta dostarczy¢ spersonalizowane
instrukcje i dodatkowe materialy, ktére pomoga zro-
zumie¢ te zagadnienia, ktdre sprawiajg im trudnos¢.
Bedzie takze w stanie generowac tresci, takie jak ¢wi-
czenia, zadania i quizy, ktére sag dopasowane do kon-
kretnych tematéw kurséw, opierajac sie na analizie da-

nych i wynikéw.
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Al W EDUKACIJI

Modele sztucznej inteligencji moga zautomatyzowac
zadania administracyjne, takie jak ocenianie, planowa-
nie i prowadzenie dokumentacji, pozwalajac nauczycie-
lom skupi¢ si¢ na interakeji z uczniami. W przyszlosci
zmieni si¢ prawdopodobnie rola nauczyciela - z oso-
by, ktéra prezentuje wiedze, w mentora pomagajacego
uczniom i skupiajacego si¢ na ich potrzebach, ktore wy-
kraczajg poza techniczne narz¢dzia wspomagajace pro-
ces edukacyjny.

Poza tym rozwigzania sztucznej inteligencji moga by¢
wykorzystywane do wzbogacania doswiadczen eduka-
cyjnych przez tworzenie interaktywnych i wciggajacych
srodowisk uczenia si¢ za pomocg technologii rzeczywi-
stosci rozszerzonej i wirtualnej. Moze to pomdc uczniom
w wizualizacji ztozonych koncepciji i glebszym zaanga-
zowaniu si¢ w nauke.

Duzo wyzwan w systemie wynika z potrzeb eduka-
cji specjalnej. Dzigki sztucznej inteligencji mozna za-
proponowacé rozwigzania, ktére wspomoga uczniow
o wiekszych potrzebach, takich jak narzedzia do roz-
poznawania mowy, adaptacyjne programy do czytania
i wirtualni asystenci. Moze to pomdc w zapewnieniu
wszystkim uczniom réwnych szans na nauke i sukces.

By¢ moze systemowo szkola nie jest jeszcze jest go-
towa na tak ogromng zmiane, ale wiemy juz, ze nie ma
innej mozliwosci. Ta rewolucja juz zaczeta sie oddolnie
i system edukacji bedzie musiat si¢ do niej dostosowac.
Teraz jest moment przejsciowy, kiedy szczegdlnie warto
wywiera¢ nacisk na zmiany. Swiadomi dyrektorzy, na-
uczyciele i rodzice moga mie¢ duzy wptyw na edukacje.
To, ze kilkuosobowy zesp6t naszej fundacji jest w stanie
wplywac na edukacje cyfrowa od 30 tysiecy do 40 tysiecy
dzieci w Polsce rocznie i Ze ta liczba stale ro$nie, napawa
mnie dumga i optymizmem. Kazdy nauczyciel moze sko-
rzysta¢ z wiedzy ekspertéw w programie Be.Net i dzieli¢
sie ta wiedza dalej: w swoich szkolfach i klasach. Nauczy-
cieli, ktérzy chca poszerzac swoja wiedze z nami, jest
juz na naszej platformie ponad tysigc, a marzy sie mi
sie, zeby bylo ich 10 tysiecy.

Jowita Michalska
CEO Digital University, Ambasadorka SingularityU Warsaw Chapter.
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STATYSTYKA
W SZKOLE
PODSTAWOWEJ

Stosujgc metody statystyczne, postepuje sie wedtug schematu: zbieranie danych,
ich analiza i interpretacja. Do tego schematu potrzebny jest zestaw narzedzi,
ktére umozliwiajg ,,obrobke” czesto bardzo duzych zbiorédw danych. Tworzeniem

i rozwijaniem takich narzedzi zajmuje sie wtasnie statystyka. Obecnie trudno sobie wyobrazi¢

zajmowanie sie statystyka i nauczanie statystyki bez technologicznego wsparcia.

tatystyka zajmuje si¢ pozyskiwaniem i ana-

lizg danych opisujacych rozne zjawiska.

W jezyku facinskim status oznacza panstwo,

stan. Poczatki statystyki to spisy powszech-

ne - zbieranie informacji na temat ludnosci. Spisy po-

wszechne byly przeprowadzane na terenie starozyt-

nych panstw: Egiptu, Persji, Chin i Rzymu. Do polowy

XIX wieku termin statystyka oznaczal podany w tabe-

larycznej formie zbiér danych na temat stanu panstwa.

Pierwszy spis powszechny na ziemiach polskich miat

miejsce w Ksigstwie Warszawskim w 1808 r. Ostatni

narodowy spis powszechny w Polsce zostal przeprowa-

dzony w dniach od 1 kwietnia do 30 wrze$nia 2021 r.,
aprzedostatni w2011 r.

Niestety, niekiedy pojawia si¢ ,,ciemniejsza strona

statystyki” - oto dwa przykiady.

Badanie opinii publicznej za pomoca sond typu

»Podoba mi sie/Nie podoba mi sie”, co stato sie

kluczowym i czesto jedynym kryterium ocenia-
nia. Takie sondy przeprowadzaja takze redakcje
niektdrych czasopism, pytajac na przyklad o pre-

ferowana dlugos¢ artykutow!

Wryniki réznego typu konkursow (telewizyjnych,
radiowych, oglaszanych w gazetach) ustala si¢ na
podstawie liczby glosow telewidzow (stuchaczy),
czytelnikow czasopism, a sprawy merytoryczne
w tych konkursach zeszly na plan dalszy, liczy sie

wylacznie vox populi.

Statystyka jest stosunkowo mioda dziedzing matematy-
ki, a w curriculum szkolnym pojawita sie niedawno. Ten
brak tradycji ma pewien wplyw na nauczanie statystyki,
nie ma w nim bowiem zbyt wielu zagadnien prioryteto-
wych, tzn. takich, co do ktérych wiekszos¢ jest zgodna,

ze powinny si¢ znalez¢ w programie matematyki.
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STATYSTYKA W PODSTAWIE
PROGRAMOWEJ MATEMATYKI (PPM)
DLA SZKOt. PODSTAWOWYCH

Wedlug PPM uczen:

« gromadzi i porzadkuje dane;

« odczytujeiinterpretuje dane przedstawione w tek-
stach, tabelach, na diagramach i na wykresach, na
przyklad: wartosci z wykresu, warto$¢ najwieksza,
najmniejszga, opisuje przedstawione w tekstach, ta-
belach, na diagramach i na wykresach zjawiska
przez okreslenie przebiegu zmiany wartosci da-
nych, na przyklad z uzyciem okreslenia ,wartosci
rosng’, ,wartosci malejq”, ,wartosci sg takie same”
(»przyjmowana wartosc jest stata”);

« interpretuje dane przedstawione za pomocg tabel,
diagramow stupkowych i kotowych, wykresow,
w tym takze wykresow w ukladzie wspoirzednych;

« tworzy diagramy stupkowe i kotowe oraz wykresy
liniowe na podstawie zebranych przez siebie da-
nych lub danych pochodzacych z réznych zrédel;

« oblicza $rednig arytmetyczna kilku liczb.

STATYSTYKA NA EGZAMINACH
OSMOKLASISTY W POLSCE

Przejrzalem arkusze egzaminacyjne z pieciu ostatnich
egzaminow 6smoklasisty (lata 2019-2023). Znalazlo si¢
w nich tacznie 5 zadan ze statystki (w kolejnych latach
liczba zadan wyniosta: 2, 1, 1, 1 i w tym roku - 0 zadan).

Spojrzmy na dwa przyklady takich zadan.

Przyklad 1 (2019)

W pewnej firmie zatrudnionych jest wiecej niz 10 pracownikéw.
Potowa z nich zarabia po 3000 zl, a druga potowa — po 4000 z1.
Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest
prawdziwe, albo F - jesli jest falszywe.

Srednia arytmetyczna zarobkow w tej firmie jest réwna
3500 zt

Gdy z pracy w tej firmie zrezygnuja dwie osoby, zktérych jedna
zarabia 3000z}, a druga 4000 zt, to $redniaarytmetycznaza- | P | F
robkéw sie nie zmieni

Zadanie dotyczy $redniej arytmetycznej, jedynego pa-
rametru statystycznego, ktéry pojawia sie w szkole pod-
stawowej. Warto z uczniami rozwigzac kilka podob-

nych zadan, np. takie:

WWW.CZASOPISMOMATEMATYKA.PL
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Pewna firma zatrudnia p pracownikéw, potowa
z nich zarabia m ztotych, a druga potowa n zlotych.

Jaka jest $rednia arytmetyczna zarobkow w tej firmie?

Przyklad 2 (2021)

Na diagramie stupkowym przedstawiono liczby medali zdoby-
tych na czterech letnich igrzyskach olimpijskich przez reprezen-

tacje Polski.
zZiote
msrebme
I mbrazowe
2008

|

|

|

|

|

[

|

1

| 2004 2012 2016
Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan dotyczacych medali zdobytych
przez reprezentacje Polski podczas letnich igrzysk olimpijskich
w latach 2004-2016. Wybierz P, jesli zdanie jest prawdziwe, albo
F —jesli jest falszywe.

8

Liczba medali

7
6
5
4
3
2
1
0

Liczba zdobytych ztotych medali stanowi wiecej niz plE
jedng trzecig liczby wszystkich zdobytych medali

Podczas letnich igrzysk olimpijskich $rednio zdobywano 3 zto- plE
temedale

To zadanie mozna modyfikowa¢, uczniowie moga na
przyklad poszuka¢ informacji na temat liczby medali Po-
lakéw na igrzyskach olimpijskich zdobytych na wszyst-
kich igrzyskach olimpijskich po II wojnie $wiatowe;j.

Warto przy okazji diagramoéw stupkowych czy ko-
fowych poruszy¢ problem sposobu ich tworzenia.
Jesli mamy dane procentowe tgcznie sumujace si¢ do
100%, to koniecznie zapytajmy uczniéw o tworze-
nie diagramu kotowego (jak oblicza si¢ miary katéw
$rodkowych w diagramie), zapytajmy tez o wysokosci

stupkéw przy przygotowywaniu diagramu stupkowego.

STATYSTYKA NA EGZAMINACH GCSE
(GENERAL CERTIFICATE
OF SECONDARY EDUCATION)

GCSE - to egzamin, ktéry uczniowie w Anglii (tak-
ze Walii i Irlandii Péinocnej) zdaja w wieku 15-16 lat;
odpowiada on naszemu egzaminowi dsmoklasisty (na-
si uczniowie zdajg ten egzamin w wieku 15 lat). Warto
zaznaczy¢, ze w odroznieniu do arkuszy egzaminacyj-
nych w Polsce, w Anglii jest kilka wariantéw arkuszy.
Na przyktad w arkuszach przygotowywanych przez gru-

pPe AQA we wspdlpracy z uniwersytetem w Oxfordzie
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s3 dwa warianty zwykle (podstawowy i rozszerzony, bez
kalkulatora), dwa warianty z kalkulatorem i arkusze po-
$wiecone wylacznie statystyce i rachunkowi prawdopo-
dobienstwa. W tych arkuszach bardzo zauwazalny jest

duzo wigkszy zakres statystyki uczonej w Anglii.

Przyklad 1 (2021, AQA, Mathematics,
Higher Tear, Paper 2 Calculator)

102 boys and 85 girls took a test.
The table shows information about the mean marks.

Boys Girls
Number of students 102 85
Mean mark 68,5 72,4

The pass mark for the test was 70

Was the mean mark for all of these students greater than the pass
mark?

You must show your working.

Przyklad 2 (2019, AQA, Statistics,
Higher Tear, Paper 2)

Seb and Laura are studying for a gardening qualification.
Their overall mark is found as the weighted average of their marks in.

Cousework
a written examination
a practical examination

weight = 20%
weight = 35%
weight = 45%

Seb’s marks are shown in the table.

Written Practical
Coursework .. o
examination examination
85% 54% 70%

Calculate Seb’s overall mark for the course.

TECHNOLOGIE W NAUCZANIU
STATYSTYKIW SZKOLE PODSTAWOWEJ

Przyklad 1
Spdjrzmy na najwyzsze temperatury w pierwszej

polowie czerwca pewnego roku w pewnej miejsco-

wosci.

L1 | L2 [L3 3 L1 L2 [ L3 1 L1 L2 | L3 1
1 15 | ——————- 8 21 10 24

2 16 9 21 11 20

3 17 10 24 12 19

4 17 11 20 13 19

5 18 12 19 14 20

6 18 13 19 15 23

7 19 14 20 . —

L3(1) = L1(14) =14 L1(16) =

Z tych kalkulatorowych tabelek mozna odczytac,
ze na przyktad 2 czerwca temperatura wynosifa 16°C,
a 15 czerwca 23°C. Odczytywanie danych z podanych
w roznej formie tabelek to wazne ¢wiczenie na pierw-
szych lekcjach ze statystyki. Mozna skorzysta¢ z mo-
dulu statystycznego, ktéry ma kalkulator TI-83 Plus
(ten modul znajduje si¢ w STAT CALC). Ja skorzysta-
tem z darmowego emulatora tego kalkulatora (emu-
lator to program komputerowy, ktéry uruchomiony
w danym systemie komputerowym duplikuje funkcje
innego systemu komputerowego). Po uruchomieniu
tego modulu otrzymujemy caly zestaw danych staty-
stycznych (poniewaz okienka kalkulatora s male, wiec

na ekranikach niektére pozycje si¢ powtarzajg).

[=Uar Stats LN [=Var Stats | [Var Stats™
%=19, 13333333 n=13
Ix=287 mink=15
Ixe=5577 1=17
Swu=2.47463321 Med=19
ox=2,39872281 Bx=21
In=15 maxK=24

Na $rodkowym i pierwszym z prawej ekranach poja-
wilo sie sporo statystycznych parametréw. Poza sred-
nig arytmetyczng uczniowie szkoly podstawowej nie
poznaja innych. A wlasciwie dlaczego nie? Ucznio-
wie mogg odgadng¢, co oznaczaja niektdre parametry.
Wazne, aby juz w szkole podstawowej zdawali oni sobie
sprawe z tego, ze statystyka to nie tylko diagramy, wy-
kresy, $rednia arytmetyczna, ale takze inne wielkosci
charakteryzujace dane statystyczne (cze$¢ z tych wiel-
kosci uczniowie poznajg w szkole ponadpodstawowe;).
Spojrzmy na wykres (w dwdch formach), ktdry przed-

stawia temperature w kolejnych pigtnastu dniach.

Warto zapytac¢, dlaczego wykres punktowy ,,przerabia-
my” na wykres, ktory jest tamang. W tym przypadku
jest to w petni uprawnione (do watku tego jeszcze wrd-

cimy, analizujac pewien blad).
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Przyklad 2

Ile godzin spedzasz przy komputerze? Taka ankiete
przeprowadzono wsrdéd 100 uczniéw klas IV-VIII
pewnej szkoly. Jej wyniki zebrano w ponizszej ta-

belce EXCELA.

Ile godzin dziennie spedzasz przy komputerze?

POMYSt NA LEKCJE

BLEDY UCZNIOW ZWIAZANE

ZE STATYSTYKA

Typowe bledy to pomytki w obliczeniach, dlatego wska-
zane jest uzywanie technologii. Blad, ktéry przedsta-
wimy ponizej, jest do§¢ delikatnej natury.

W ponizszej tabelce zamieszczono dane z ankiety

Cras Liczba uczniow dotyczacej rozmiaru buta, przeprowadzonej wérod
4- i 5-klasistow.
0 Od 0 do mniej niz 1 5
! Odldo e mz 2 12 Rozmiar buta IV klasa V klasa
2 Od 2 do mniej niz 3 25
3 0d 3 do mniej niz 4 40 2 1 0
4 Od 4 do mniej niz 5 11 3 4 1
5 Od 5 do mniej niz 6 7 4 5 3
5 7 6
Na bazie tej tabelki uczniowie moga utworzy¢ réznego 6 8 10
. . 7 4
typu reprezentacje graficzne, np. diagramy stupkowe
8 0 2
lub kolowe. W programie EXCEL jest to tatwe, chociaz 9 0 )

nauczyciel powinien stale czuwac, aby uczniowie wie-
dzieli, jak oblicza si¢ wysokosci stupkéw w diagramie
stupkowym oraz wielkosci katow w diagramie koto-
wym. O tym koniecznie trzeba pamigtac, bo tworze-
nie diagramoéw, na przyktad w EXCELU, jest banalnie
proste, natomiast opisanie matematycznych podstaw

tych diagraméw powinno by¢ zadaniem dla ucznia.

lle godzin dziennie spedzasz przy komputerze?

komputeri ty

45
40
35
30
25
20
15
10

liczba uczniéw

od 0 do od 1do od 2 do od 3 do od 4 do od 5 do
mniejniz1 mniejniz2 mniejniz3 mniejniz4 mniejniz5 mniejniz 6

czas

lle godzin dziennie spedzasz przy komputerze?

komputeri ty

= od 0 do mniej niz 1 = od 1 do mniej niz 2 = od 2 do mniej niz 3

od 3 do mniej niz 4 m od 4 do mniej niz 5 ® od 5 do mniej niz 6
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Na podstawie tej tabeli, korzystajac z EXCELA, ucznio-

wie narysowali dwa wykresy:

11

9
8
7
6 klasa IV klasa V
5
4
3
2
1
0
1 2 3 4 5 6 7 8

Wyjasnienie, na czym polega ten blad, pozostawiamy

Czytelnikowi.

UWAGI KONCOWE

Opis wielu zjawisk $wiata realnego ma coraz bardziej
statystyczny charakter, dlatego powinnismy juz w szko-
le podstawowej rozszerzy¢ liczbe narzedzi statystycz-
nych, ktére poznajg uczniowie i ktére pozwalajg lepiej
opisac te zjawiska. Oprdcz $redniej arytmetycznej, po-
winno by¢ miejsce dla m.in. mediany, kwartyli, $red-

niej wazone;.

Piotr Zarzycki
Instytut Matematyki, Uniwersytet Gdanski.



POMYSt

LEKCJE
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LICZBY DUALNE

W swiecie matematyki ogdlnie znane i czesto wykorzystywane sg liczby zespolone,
bedgce rozszerzeniem ciata R liczb rzeczywistych. Poswiecono im juz duzo miejsca
w fachowej literaturze, wiec tym razem ,,bohaterkami” artykutu beda ich nieznane
krewne - liczby dualne. Mozna wskazac¢ bowiem jeszcze inne, mato popularne,
rozszerzenie wymiaru 2 ciata R. Mianowicie jest to pierscien w postaci: P ={a + be¢: a,
b € Rie€?=0}-zwany pierscieniem liczb dualnych.

iczby dualne wykazuja wiele analogii do liczb
zespolonych (np. tak samo sktadajq sie z cze¢-
$cirzeczywistej a i czgsci urojonej b), jednak
maja tez wiele innych ciekawych wlasnosci

izastosowan.

WLASNOSCI LICZB DUALNYCH
Dzialania dodawania i mnozenia liczb dualnych przed-
stawiajg sie nastepujgco:
(@+be)+(c+de)=(a+c)+(b+d)e
(a + be)(c + de) = ac + (ad + be)e
LiczbeZ=a— benazywamy sprzezong doliczby z=a + be.
Wtedy oczywiscie:
z-z=a’
Wartos¢ a liczby dualnej z = a + be nazywamy modu-
lem i oznaczamy |z|. Zauwazmy, e (inaczej niz dla liczb
zespolonych) modul ten moze by¢ ujemny. Natomiast
analogicznie jak w przypadku liczb zespolonych, mo-
dul sumy, réznicy, iloczynu i ilorazu liczb dualnych jest
odpowiednio réwny sumie, réznicy, iloczynowi i ilora-

zowi moduléw tych liczb.

Dzielenie wykonujemy nastepujaco:

c+de _ (c+de)la—-be) ¢ , da—cb

a+be  (a+be)a—be) a O dla=0.
POSTAC GEOMETRYCZNA
LICZB DUALNYCH

Postacia geometryczng liczby dualnej z = a + be o nie-
zerowym module nazywamy liczbe:
z=z| (1 + e9),

gdzie ¢ oznacza argument liczby z.

Wtedy oczywiscie liczby sprz¢zone maja jednakowy
modul i przeciwne argumenty, a liczby rzeczywiste ma-
ja argument réwny 0. Analogicznie jak w liczbach ze-
spolonych, argument iloczynu dwoch liczb dualnych
jest rowny sumie argumentow oraz argument ilorazu
tych liczb - réznicy argument6éw. Podobnie réwniez
przedstawia si¢ potegowanie i pierwiastkowanie liczb
dualnych:

2'=[|z| A + e@)]" = |2|"(1 + eng)

Vz =N (1 +ep)= V2] - (1 + %)

MATEMATYKA | WRZESIEN/PAZDZIERNIK 2023



INTERPRETACJA GEOMETRYCZNA -
LICZBY DUALNE JAKO ZORIENTOWANE
PROSTE PLASZCZYZNY

Do oméwienia interpretacji geometrycznej liczb dual-
nych konieczne jest wprowadzenie kilku pojec i ich
oznaczen:
o < {a, b} - zorientowany kat miedzy zorientowany-
mi prostymi a, b - kat o jaki trzeba obroci¢ prosta a
w kierunku przeciwnym do ruchu wskazdwek ze-
gara, aby otrzymac prosta b (przez zorientowang
prosta rozumiemy prostg z ustalonym zwrotem).
o {A, B} - zorientowana dlugo$¢ odcinka AB zawar-
tego w prostej [ — zwykla euklidesowa odleglos¢
miedzy punktami A i B wzieta ze znakiem ,,+” lub
»— W zaleznosci od tego, czy zwrot od A do B jest
zgodny z dodatnim zwrotem prostej [, czy przeciw-
ny (gdzie dodatni zwrot prostej jest to wyrdézniony
na rysunku zwrot).
» Proste réownolegle — proste rdwnolegle w zwyklym
sensie i ich zwroty sg zgodne; proste przeciwrdéw-
nolegle — proste réwnolegte w zwyklym sensieiich

Zwroty s3 przeciwne.

Teraz juz mozemy wprowadzi¢ biegunowe wspotrzed-
ne dla zorientowanych prostych ptaszczyzny. Wybie-
ramy pewna zorientowang prosta o (o$ biegunowa)
ilezacy na niej punkt O (biegun). Wtedy wspotrzedny-
mi prostej I s3: kat & = < {o, [} i zorientowana odleglo$¢
s=1{0, L} od bieguna do punktu L przeciecia prostych
0il(rys.1).

Q.
t~

ARys. 1
Widzimy, ze s € (—oo, o) i & € (0, 27). Oczywiste jest,

ze dla prostych rownoleglych « = 0, a dla przeciwréw-

WWW.CZASOPISMOMATEMATYKA.PL

POMYSt NA LEKCJE

noleglych « = 7. Proste te nie maja wspolrzedne;j s, wiec
przyjmujemy, ze odpowiednio s = co i s = —co,

Ale jaki to ma zwigzek z liczbami dualnymi? Otéz
zorientowanej prostej I przypiszemy liczbe dualng
W nastepujacy sposob:

z= tg%(l +es)=u+ev,gdzieeu= tg%i v= s~tg%.

Z takiego sposobu przyporzadkowania wynika, ze:
o liczbom rzeczywistym z = u odpowiadajg proste
przechodzace przez biegun O,

o liczbom urojonym be odpowiadaja proste réwno-
legle i przeciwréwnolegte do osi o,

o liczbom o module réwnym 1 odpowiadajg proste
prostopadle osi o,

o liczbom sprzezonym odpowiadajg proste syme-
tryczne wzgledem bieguna O,

o liczbom przeciwnym z, -z odpowiadajg proste sy-
metryczne wzgledem osi o, tzn. proste przecina-
jace sie w tym samym punkcie L na osi i tworzace
z osig rowne katy < {0, z} = < {-z, 0},

o liczbom zi _71 odpowiadajg proste roznigce sie tyl-

ko zwrotem.

Zatem w zbiorze zorientowanych prostych ptaszczyzny
przeksztalcenia, takie jak: symetria srodkowa wzgle-
dem bieguna O, symetria osiowa wzgledem osi o oraz
przeorientowanie (zmiana zwrotu prostej na przeciw-
ny), mozna zapisa¢ odpowiednio w postaci:
2'=2,2'=-2,2'= _—Zl
Rozwazania, ktére przedstawilem w tym artykule, sg
jedynie krétkim wstepem do $wiata liczb dualnych.
Okazuje si¢ bowiem, ze za pomocg tych liczb mozna
w ciekawy sposéb opisywac izometri¢ ptaszczyzny,
réwnanie zorientowanego okregu, wprowadzic tzw.
réwnanie punktu czy tez dowodzi¢ twierdzenia geo-
metryczne (np. twierdzenie Miguela). Zagadnienia te
sg szeroko opisane w ksigzce (chyba juz dzi$ bardzo
trudno dostepnej) ].M. Jagloma Kompleksnyje czista

i ich primienienie w geometrii, Moskwa 1963.

Cezary Tkacz
Nauczyciel matematyki w LO im. Krdla Kazimierza
Jagiellonczyka w Wysokiem Mazowieckiem.
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ZADANIA Z ZAKRESU
EGZAMINU OSMOKLASISTY

Zadanie 1 [0-1 pki]
Dane s 4 réwnania:
[28°+x*—-6x+2=0

IT 3(x+2)=5x+10
III (x—2)*(x>*—4)=0
IV5(x-7)+23=3(x—4)+2x
Liczba (-2) jest rozwigzaniem:
A) tylko réwnania II

B) tylko réwnan IT i I1I

C) tylko réwnan I, IT 1 ITI

D) wszystkich czterech réwnan

Zadanie 2 [0-1 pki]
Liczba przeciwna do liczby a = 3% - %(5 + %) to:
5
Az
B) -16
5
O -5
D) 16

Zadanie 3 [0-1 pkt]

Dany jest graniastostup prawidlowy tréjkatny o kra-
wedzi podstawy 6 i przekatnej §ciany bocznej row-
nej 10.

Wybierz odpowiedzi spoérdd oznaczonych literami
A i Boraz spo$rod oznaczonych literami Ci D.
Suma wszystkich krawedzi tego graniastostupa to:
A) 60 B) 80

Pole powierzchni tego graniastostupa wynosi:

C) 18V3 + 144 D) 18V3 + 192

Zadanie 4 [0-1pkt]

Na straganie handlowym znajduje si¢ 30 pifek, z cze-
g0 4 sg z6lte, 4 niebieskie, 7 zielonych i 15 ré6zowych.
Kasia poprosita tate, aby kupil pitke w jej ulubionym

kolorze. Mezczyzna jednak nie pamieta, ze ulubio-

nym kolorem cdrki jest niebieski. Postanawia jednak
nie przyznawac si¢ do tego w nadziei, ze uda mu sie
kupi¢ pitke we wtasciwym kolorze.

Ocen prawdziwos¢ podanych zdan. Wybierz P,
jesli zdanie jest prawdziwe, lub F - jesli zdanie jest

falszywe.

Prawdopodobienstwo tego, ze tata Kasiku- | P | F
pi pitke w ulubionym kolorze swojej corki
Wynosi %
Jesli przed tata Kasi handlarz sprzedat2 pil- | P | F

ki z6tte, 4 r6zowe i 2 niebieskie to prawdo-

podobienstwo tego, ze mezczyzna kupi pit-

ke w ulubionym kolorze corki jest rowne 12—1

Zadanie 5 [0-1 pki]

Karolina na $wieta Bozego Narodzenia postanowi-

ta upiec pierniczki. Znalazta przepis w internecie na

stronie ,,Kwestia smaku” (zobacz zdjecie).
Uzupelnij ponizsze zdania. Wybierz odpowiedzi

sposrdd oznaczonych literami A i B oraz sposréd

oznaczonych literami Ci D.

Aby upiec 75 pierniczkow

ztuk
20 g maki pszennel . Karolina potrzebuje mg-

9 szklanki (3 . _
| 9 fyzki miodu ki pszennej:
| i cukru |
i 0/3 szklankicu .1 A) 800
4 51yzeczkisody oczyszezon® 8
1,/2 fyzeczii kakao (n'\ekon'\eczme) B) 480g
P g (1 torebka) pflvp'awy,f‘f ‘
: - _aotwie] gotowey U : . . .
ikowe) (nafatwiel 9° . Aby upiec 120 piernicz-
': £ Vo )
| DOMEW as: a . kow Karolina potrze-
| 2tyzkdm iy ! L
1 jako Lrdodatkowo 1 KO % buje miodu:
ia) ;
. posmarowania) . C) 81yzek
| Ok, 1/4 szklanki cnep‘fg,?.m-\%@"”’ ’ .
RIS D) 6 tyzek
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Wryrazenie (2x + 1)? — (2x — 1)* jest rtéwne:
A0

B)2

C) 8x

D) 4x*+2

Zadanie 7 [0-1 pkt]
Dane sg 3 liczby:
a=(223b=23.23:23,¢c=23+23+23+23

Prawdziwa jest zalezno$¢:
A)a>b>c
B)b>a>c
C)c>a>b
D)a>c>b

Zadanie 8 [0-3 pki]

Pani Kasia postanowila wyremontowac lazienke.
Na podlodze wymarzyla sobie mozaike utozong
z plytek w ksztalcie rownoramiennych tréjkatow

prostokatnych (zobacz rysunek). Oblicz, jaka po-

ROZWIAZANIA

Zadanie 1 Zadanie 4
B. PP.
Zadanie 2
C. A, C.
Zadanie 3 Zadanie 6
A, C. C.

Anna Pawlak

25vZem

wierzchni¢ ma podtoga w lazience pan Kasi? Wynik

podaj w decymetrach kwadratowych.

Zadanie 9 [0-2 pkt]
Oblicz wysoko$¢ trapezu réwnoramiennego, jesli

wiadomo, ze: obwdd ma 26, pole ma 32, ramiona

majg dlugos¢ 5.

Zadanie 10 [0-3 pkt]

Rzucamy dwa razy sze$cienng kostka do gry i two-
rzymy liczby dwucyfrowe. Jaka jest szansa, ze cyfra
dziesigtek bedzie mniejsza niz cyfra jednosciibeda

to liczby parzyste.

Zadanie 11 [0-2 pki]
Oblicz pole kwadratu o przekatnej dtugosci 26.

Zadanie 7 Zadanie 10
2

D. D. >

Zadanie 8 Zadanie 11

300 dm? P=12.

Zadanie 9

h=4.

Nauczycielka matematyki w Zespole Szkdt im. Mikotaja Kopernika w Koninie. W mediach spotecznosciowych funkcjonuje jako
,Matematyka po polsku” i pod tg sama nazwa prowadzi kanat na YouTube. Na stronie www.matematykapopolsku.pl dzieli sie pasja
i doswiadczeniem. Pasjonatka matematyki, fanka metod aktywizujacych, egzaminator maturalny, autorka zadan, artykutéow i ksigzek.
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NOWA MATURA
POZIOM PODSTAWOWY

Zadanie 1 [0-2 pki] Wybierz P, jesli stwierdzenie jest prawdziwe, albo F

Udowodnij, ze liczba a = 3 log; 6 —log, 24 + 5 tg 135° — jesli jest fatszywe.

jest calkowita. f(x) 20 < xE(-1,5) P|F
g(x) SN xE <_3) _1)) (_1) 1) P F

Zadanie 2 [0-3 pki]
Rozwiaz réwnanie: .
Zadanie 4 [0-5 pkt]

4x* — 16x* = 25x — 100 ) ] o
Dana jest funkcja kwadratowa w postaci ogdlnej

flx) = ax® + bx + ¢, o ktérej wiadomo, ze:

Dany jest wykres funkcji f (zobacz rysunek):
Y

1) jedno z jej miejsc zerowych jest o 3 wieksze od
drugiego,
2) réwnanie osi symetrii to x = 5,

3) f2) =27,

/+. ' Wyznacz wspolczynnikia, b, c.

X Zadanie 5 [0-5 pki]

12345672 89" ) : ' .
W graniastostupie prawidlowym szesciokatnym

krotsza przekatna podstawy ma 12 i tworzy z prze-

IR PR R

katna bryty kat 60°. Oblicz objetos¢ bryly.

Zadanie 6 [0-5 pki]
. W kartezjaniskim ukladzie wspotrzednych dane sg
Zatanice N0 TTpk]] parabola fi prosta k o réwnaniach:

Dziedzing funkgji fjest przedziak: fy=x+4x—15

i)
ohbabdb s Revwavaame,

A)(=3,10) k:iy=7x+ 2%
B) (-3, ) Dokoncz zdanie tak, aby bylo prawdziwe. Wybierz
O3, - UL, ) odpowiedz A albo B oraz jej uzasadnienie 1, 2, lub 3.
D)(=3.5) Prosta k ma z parabolg f:
punkty wspdlne, , 1
) apunkt P, ktory Pl 303)
Na podstawie wykresu funkcji f naszkicuj wykres A |jeden nalezy jednoczesnie
funkciji g(x) = —f(x). do prostej k i pa- 20 P(-1, 4%)
raboli fma wspol-
Zadanie 3.3 [0-1 pki] Bldwa | @ cdne 3 P9y

Ocen prawdziwo$¢ podanych stwierdzen.

MATEMATYKA | WRZESIEN/PAZDZIERNIK 2023
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Zadanie 3.3
FP.

Zadanie 4
a=4,b=-40,c=091.

X

ROZWIAZANIA
Zadanie 1 Zadanie 3.2
a=-3€EZ Lol
N s..
7
- + 6_,
Zadanie 2 5]
5 5 4+
xE{—§,4,5}. 3t
2
Zadanie 3.1 9 B -7 -6-5-4-3-2 - 1)\
| - | - 24
C. I I . I
- -4
St
-6
74
-84
-9

Anna Pawlak

Lg

123456789 Zadanie 5

Nauczycielka matematyki w Zespole Szkét im. Mikotaja Kopernika w Koninie. W mediach spotecznosciowych funkcjonuje jako
»Matematyka po polsku” i pod tg sama nazwa prowadzi kanat na YouTube. Na stronie www.matematykapopolsku.pl dzieli sie pasja
i doswiadczeniem. Pasjonatka matematyki, fanka metod aktywizujgcych, egzaminator maturalny, autorka zadan, artykutéw i ksigzek.

REKLAMA

certyfikowane szkolenie online

Skuteczne techniki i metody przygotowywania
uczniow do sprawdzianow i egzaminow
zewnetrznych z matematyki w roku

szkolnym 2023/2024

Certyfikowane szkolenie online na zywo dla

nauczycieli matematyki uwzgledniajace aktualne

wytyczne MEIN i CKE w zakresie wymagan
podstawy programowej na egzaminach
6smoklasisty i maturalnym w 2024 r.

deetn online
E 30 pazdziernika 2023 r.
godz. 12:00-17:00

Podczas szkolenia online:

« Zdobedziesz kompletny zestaw nowatorskich rozwigzan
metodycznych, ktore juz nastepnego dnia po szkoleniu bedziesz mogt
wprowadzi¢ na swoich zajeciach.

« Dowiesz sie, jakie umiejetnosci pomagaja w szybszym zapamietywaniu
i utrwalaniu materiatu i jak wdrozy¢ je do codzienne] pracy z uczniem?

www.fmp.pl/EGZAMIN

Organizator:

Matematyka

« Zaplanujesz efektywna strategie
powtdrek i zmotywujesz uczniow do regularnego
utrwalania materiatu do nauki pracujac nawet on-line.

+ Dowiesz sie, w jaki sposdb zorganizowac angazujace lekcje
powtdérkowe z uczniami, ktdrych nuzy monotonne powtarzanie
materiatu.

UNIKALNE KORZYSCI WYNIKAJACE Z UDZIAtU
W NASZYM SZKOLENIU:

+ Szkolenie online na zywo - 5 godzin szkolenia, podczas ktérego poznasz nowe
i sprawdzone metody pracy przygotowujace uczniow do egzamindw z matematyki

» Pakiet narzedzii metod do wykorzystania w lekcjach powtorkowych i utrwalajacych
przyswojona wiedze, ktdry zaraz po szkoleniu trafi na Twoja skrzynke mailowa

+ Przyktady ¢wiczen i zabaw matematycznych, ktare wspieraja rozwoj
kompetencji niezbednych do osiagania wysokich wynikdw na egzaminach

+ Imienny certyfikat poswiadczajacy uczestnictwo w szkoleniu - certyfikat
ukonrczenia szkolenia potwierdzajacy Twoje nowe kompetencje i umiejetnosci.

« Konsultacje z prowadzacym podczas szkolenia - mozesz zadac prelegentowi
pytania dotyczace tresci szkolenia.
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NOWA MATURA
POZIOM ROZSZERZONY

Zadanie 1 [0-4 pki]

Oblicz pole figury opisanej ukladem nieréwnosci:

x+17*+(y-2y <16
y-xz-1

£ = {

Zadanie 2 [0-3 pkt]

Rozwigz nieréwnos¢:

_ 2 _ Q)
(1 -2x)(x*-9) <0.
4x3 —4x* + x

Zadanie 3 [0-4 pki]
Podstawg graniastostupa jest trojkat rozwartokatny

15V3
4
krotszy bok ma 3. Oblicz pole catkowite tego grania-

o polu =222, w ktérym jeden z katéw ma 125°, a naj-

stostupa, jesli suma jego krawedzi wynosi 54.

Zadanie 4
Funkcja fjest okreslona wzorem
Sflx) = Eg%s" x'°8:8 — 729%°¢:* 1 2 log, 6 - loge 25 - x

dla kazdej liczby rzeczywistej x.

Zadanie 4.1 [0-2 pki]
Wykaz, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x
wyrazenie:

33%50 x'08:8 — 729l08-% 1 2 log, 6 - loge 25 - x

. . s 1
jest réwne wyrazeniu: —7x° — x* + 4x.

Zadanie 4.2 [0—4 pki]

Oblicz wartos$¢ najwigksza funkcji f.

Zadanie 5 [0-3 pkt]
Rozwigz réwnanie:

V25x2 —40x+ 16 —7 =3 — |x + 5|

Zadanie 6 [0-3 pkt]

Udowodnij, ze liczba b” + V1280 jest naturalna, jesli:
a=N3-vV5-V3++5),
1\13 \/E
b=[8% )P+ (V2) .54,
Zadanie 7 [0-3 pkt]

Wyrazy rosngcego ciggu geometrycznego (a,,) okre-

$lonego dla n > 1 spelniajg uktad réwnan:

ay+ay5=128]
ag + a;; = 2052

Wyznacz liczbe k, jesli ;. _, = 512.

MATEMATYKA | WRZESIEN/PAZDZIERNIK 2023
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ROZWIAZANIA
Zadanie 1 Zadanie 2 Zadanie 5
P=127+8 XE (~00,0) U (3, <0). xEF5Y
Zadanie 3 Zadanie 6
PC=152—\/§+120. b=2V5-4,
a=2,
Zadanie 4 b* +V1280=36EN.
" 4 J & _ 80 _4
M= 5 dlax= 3

k=17

Anna Pawlak

Nauczycielka matematyki w Zespole Szkét im. Mikotaja Kopernika w Koninie. W mediach spotecznosciowych funkcjonuje jako
»Matematyka po polsku” i pod tg sama nazwa prowadzi kanat na YouTube. Na stronie www.matematykapopolsku.pl dzieli sie pasja

i doswiadczeniem. Pasjonatka matematyki, fanka metod aktywizujgcych, egzaminator maturalny, autorka zadan, artykutéw i ksigzek.

REKLAMA

Certyfikowane szkolenie

) . . e OnlinelLive
Sztuczna Inteligencja w edukacji - skuteczne 17.10.2023 rf
narzedzia w pracy nauczyciela, pedagoga godz. 14:00-1%:00

i psychologa w roku szkolnym 2023/2024

W trakcie szkolenia na zywo prelegent Marek Grzywna,
zwyciezca etapu globalnego Al Impact Shapers, zaprezentuje
najnowsze metody wspomagajace uczenie sie, motywowanie
do nauki oraz utrwalanie wiedzy szczegdlnie przy
wykorzystaniu narzedzi, ktorych dziatanie oparte jest na
sztucznej inteligencji (Al). Podczas spotkania zostana
przedstawione sposoby na wykorzystanie Al w nauczaniu
roznych przedmiotow szkolnych, w pracy psychologéw

i pedagogow szkolnych oraz w pracy z dzie¢mi o specjalnych
potrzebach edukacyjnych.

Szkolenie oparte na metodach, narzedziach i konkretnych
przyktadach wykorzystania Al

1 2 3

Innowacyjne metody Nieszabloriowe metody Przykiady wykorzystania
kszta ia i techniki pracy z uczniem i nowe narzedzi opartych na Al
wspomagajace nauke formy prezentowania w raznych kontekstach
bazujace na Al materiatu nauczania

WYCHOWANIE

Onbne.
Markeung  AROONY  |LIGIKNE]  FIZYCZNE

* MAGATYN

www.fmp.pl/Al




TESTY | SPRAWDZIANY

AUTOR: MICHAL KREMZER

ZADANIA DLA KLAS 4-6
SZKOL PODSTAWOWYCH

Zadanie 1

Podaj przyktad takich dwéch liczb dwucyfrowych,
zeiloczyn cyfr mniejszej z tych liczb jest wiekszy od
iloczynu cyfr wiekszej liczby. Oba te iloczyny musza

by¢ liczbami jednocyfrowymi.

Zadanie 2

Podaj przyktad takich dwéch liczb dwucyfrowych,
ze suma cyfr mniejszej z tych liczb jest wigksza od
sumy cyfr wigkszej liczby. Obie te sumy muszg by¢

liczbami jednocyfrowymi.

Zadanie 3

Podaj przyktad takich dwéch liczb dwucyfrowych,
zeiloczyn cyfr mniejszej z tych liczb jest wiekszy od
iloczynu cyfr wiekszej liczby. Oba te iloczyny musza

by¢ liczbami dwucyfrowymi.

Zadanie 4

Podaj przyktad takich dwéch liczb dwucyfrowych,
ze suma cyfr mniejszej z tych liczb jest wigksza od
sumy cyfr wigkszej liczby. Obie te sumy muszg by¢

liczbami dwucyfrowymi.

Zadanie 5

Podaj przykltad dwéch réznych liczb dwucyfrowych
i dwoch réznych liczb jednocyfrowych wiekszych od 1,
tak aby réznica liczb dwucyfrowych byla réwna

iloczynowi liczb jednocyfrowych.

Zadanie 6
Podaj przyklad liczby dwucyfrowej, w ktorej roz-
nica cyfry dziesigtek i cyfry jednosci réwniez jest

liczba dwucyfrowa.

Zadanie 7
Iloczyn trzech liczb pierwszych jest liczbg podziel-
ng przez 4. Jakie to liczby?

Ioczyn trzech liczb pierwszych jest liczbg podziel-
ng przez 38. Jakie to liczby?

Iloczyn trzech liczb pierwszych jest liczba podziel-

na przez 625. Jakie to liczby?

Zadanie 10

Iloczyn trzech liczb pierwszych jest liczbg podziel-
ng przez 16 261. Jakie to liczby?

Zadanie 11

Suma cyfr pewnej liczby naturalnej wynosi 20,
ailoczyn tych cyfr jest rowny 1. Ile cyfr ma ta

liczba?

Zadanie 12
Suma cyfr pewnej liczby naturalnej wynosi 20,
a iloczyn tych cyfr jest rowny 3. Ile cyfr ma ta

liczba?

Zadanie 13
Suma cyfr pewnej liczby naturalnej wynosi 20,
a iloczyn tych cyfr jest réwny 6. Ile cyfr ma ta

liczba?

Zadanie 14

Suma cyfr pewnej liczby naturalnej wynosi 20,

ailoczyn tych cyfr jest rowny 23. Ile cyfr ma taliczba?
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Zadanie 15

Podaj najmniejszg liczbe naturalng, ktdrej suma cyfr

wynosi 18, a iloczyn tych cyfr jest réwny 0.

Zadanie 16
Wyznacz wszystkie tréjkaty rownoramienne, w kto-
rych miary wszystkich katéw (wyrazone w stop-

niach) sg liczbami pierwszymi.

Zadanie 17

Podaj przyklad czworokata, w ktérym istniejg do-
kladnie trzy katy, ktérych miary (wyrazone w stop-
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niach) sg liczbami podzielnymi przez 3. Miary ka-

tow tego czworokata muszg by¢ rézne.

Zadanie 18

Podaj przyklad czworokata, w ktérym istnieja do-
kiadnie trzy katy, ktérych miary (wyrazone w stop-
niach) sg liczbami podzielnymi przez 7. Miary katow

tego czworokata muszg by¢ rozne.

Zadanie 19

Czy istnieje taka liczba naturalna dodatnia n, Ze naj-
mniejsza liczba n-cyfrowa nieparzysta jest liczba po-

dzielng przez 72

ROZWIAZANIA

Zadanie 1 Zadanie 8

30, 24. 2,19, p; p - dowolna 909.
liczba pierwsza.

Zadanie 2 Zadanie 16

40, 32. Zadanie 9 Trojkat o katach: 2°, 89°, 89°.
Nie ma takich liczb.

Zadanie 3 Zadanie 17

43,52. Zadanie 10 Nie ma takiego czworokata.
7,23, 101.

Zadanie 4 Zadanie 18

29, 73. Zadanie 11 Czworokat, ktérego katy maja
20. miary: 66°, 70°, 84°, 140°.

40, 20, 5, 4. Zadanie 12
18. Tak, n=4.

Zadanie 6

Nie ma takiej liczby. Zadanie 13
151ub 17.

Zadanie 7

Zadanie 14

2,2, p; p - dowolna liczba

pierwsza.
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Nie ma takiej liczby.

Michat Kremzer
Autor zadan i artykutéw.
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ZADANIA DLA KLAS 7-8
SZKOL PODSTAWOWYCH

Miary wszystkich katéw pewnego trapezu (wy-
razone w stopniach) sa liczbami catkowitymi. Ile
katow tego trapezu moze mieé¢ miary podzielne
przez 23?7

Uzupelnij.

podzielnym przez 4

Podaj przyklad liczby naturalnej mniejszej od 100,

literg 7.

ktora ma dokladnie cztery rézne dzielniki
pierwsze.

Dluzsza przekatna trapezu prostokatnego dzieli ow
trapez na dwa trojkaty. Jeden z tych trojkatow ma
kat o mierze 100 stopni. Wyznacz wszystkie katy
tego trapezu. Ile wynosi miara najwiekszego kata
w drugim trdjkacie?

Dtugosci podstaw trapezu (niebedacego réwno-
leglobokiem) sg cyfra jednosci i cyfra dziesigtek
liczby wyrazajacej pole tego trapezu. Dlugo$¢
wysokosci trapezu jest liczbg catkowitg. Podaj przy-
ktad takiego trapezu.

Dtugosci ramion trapezu (niebedacego réwno-
leglobokiem ani trapezem réwnoramiennym) sg
cyfra jednosci i cyfra dziesigtek liczby wyrazajacej
pole tego trapezu. Dlugosci podstaw i wysokosci
trapezu sg liczbami catkowitymi. Podaj przykiad
takiego trapezu.

Dlugosci ramion trapezu (niebedacego réwnole-
globokiem ani trapezem réwnoramiennym) sg licz-
bami jednocyfrowymi, a dtugo$¢ wysokosci tego
trapezu jest liczba dwucyfrowa. Podaj przyklad ta-

kiego trapezu.

Dtugosci podstaw trapezu (niebedgcego réwno-
legltobokiem ani trapezem réwnoramiennym) sg
liczbami jednocyfrowymi, a dtugos¢ wysokosci te-
go trapezu jest liczbg dwucyfrowa. Pole trapezu jest
liczbg czterocyfrowa. Podaj przyktad takiego tra-
pezu.

Zadanie 9

Dtugosci trzech krawedzi wychodzacych z jedne-
go wierzchotka prostopadloscianu sg réznymi licz-
bami calkowitymi. Dtugosci dwdch sposrdd tych
krawedzi s cyfra jednosci i cyfra dziesigtek liczby
wyrazajacej objetos¢ tego prostopadloscianu. Podaj
przyklad takiego prostopadlo$cianu.

Dtugo$ci trzech krawedzi wychodzacych z jed-
nego wierzchotka prostopadtoscianu sg ré6znymi
liczbami calkowitymi. Diugosci dwoch sposrod
tych krawedzi s cyfra jednosci i cyfrag dziesiagtek
liczby wyrazajacej pole powierzchni catkowitej tego
prostopadloscianu. Podaj przyklad takiego prosto-
padloécianu.

Zadanie 11

Z wierzcholka prostopadlo$cianu wychodza trzy
krawedzie, ktérych dlugosci sg ré6znymi liczbami
parzystymi. Najwigkszy wspdlny dzielnik dlugosci
dowolnych dwdch krawedzi (sposrdd tych trzech)
jest cyfra jednoéci liczby wyrazajacej objeto$¢ te-
go prostopadloscianu. Podaj przyktlad takiej bryly.
Z wierzchotka prostopadloscianu wychodzg trzy
krawedzie, ktérych dlugosci sg réznymi liczbami
calkowitymi i wigkszymi od 1. Najmniejsza wspdl-
na wielokrotnos¢ dtugoséci dowolnych dwdch kra-
wedzi (sposrdd tych trzech) jest cyfra jednosci liczby
wyrazajacej objetos¢ tego prostopadloscianu. Podaj

przyklad takiej bryty.
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Zadanie 13

Pole jednej ze $cian prostopadloscianu o catkowitych
krawedziach jest liczbg parzysta i réwna cyfrze jed-
nosci liczby wyrazajacej objetos¢ tego prostopadto-

$cianu. Podaj przyklad takiej bryty.

Zadanie 14

Podaj przyktad dwoéch liczb naturalnych A i B, kt6-
rych cyfry jednosci i dziesigtek sa czterema rézny-
mi liczbami wigkszymi od 1, a suma A + B jest po-

tega, w ktdrej podstawa i wykladnikiem sg cyfry

Zadanie 15

wszystkie.
Zadanie 16

jednosci liczb A i B oraz potega, w ktdrej podstawg

i wykladnikiem sg cyfry dziesigtek liczb Bi A.

ROZWIAZANIA

11lub 2.

Nazwa miesigca o numerze po-
dzielnym przez 4 konczy sig li-

terg 7.

Zadanie 3
Nie ma takiej liczby.

Zadanie 4
90°, 90°, 100°, 70, 90°.

Trapez, w ktorym dlugosci
podstaw wynosza 112, a dlu-

go$¢ wysokosci jest rowna 8.

Trapez prostokatny, w ktérym
dlugosci podstaw wynoszg 12
i15, a dlugo$¢ wysokosci jest

réwna 4.

Nie ma takiego trapezu.

Nie ma takiego trapezu.

Prostopadlosécian, w ktérym

z jednego wierzchotka wycho-
-dza krawedzie o dlugosciach
1,2i6.

Zadanie 10

Prostopadloécian, w ktérym

z jednego wierzchotka wycho-
-dza krawedzie o dlugosciach
1,2118.

Zadanie 11

Prostopadlosécian, w ktérym

z jednego wierzchotka wycho-
dzg krawedzie o dtugosciach
6,361 66.
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Warunek ten spelniajg wszystkie liczby pierwsze
i wiele innych liczb naturalnych. Co to moze by¢

za warunek? Uwaga: Wiele oznacza wiele, ale nie

Warunek ten spelniajg wszystkie liczby kwadrato-
we i wiele innych liczb naturalnych. Co to moze by¢
za warunek? Liczbg kwadratowa nazywamy kwa-

drat liczby naturalnej wigkszej od 1.

Zadanie 12

Prostopadloécian, w ktérym

z jednego wierzchotka wycho-
dzg krawedzie o dlugosciach
2,3i6.

Zadanie 13

Prostopadloécian, w ktérym

z jednego wierzchotka wycho-
dzg krawedzie o dlugosciach
2,21i6.

Zadanie 14

49132.

Zadanie 15

Liczba ma parzysta liczbe dziel-

nikéw.

Zadanie 16

Liczba jest podzielna przez
kwadrat liczby naturalnej wiek-

szejod 1.

Michat Kremzer
Autor zadan i artykutéw.
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ZADANIA DLA MLODSZYCH

KLAS LICEOW

W kazdym z zadan nalezy poda¢ odpowiedni wa-

runek.

Zadanie 1
Warunek ten spelniaja wszystkie liczby catkowite i wie-
le innych liczb wymiernych. Uwaga: Wiele oznacza

wiele, ale nie wszystkie. Dotyczy to wszystkich zadan.

Zadanie 2

Warunek ten spelniaja wszystkie liczby palindro-
miczne i wiele innych liczb naturalnych. Liczbg pa-
lindromiczng nazywamy liczbe naturalng, ktdra czy-

tana od tylu daje t¢ sama liczbe co czytana od przodu.

Zadanie 3
Warunek ten spelniaja tylko trzy liczby pierwsze.

Zadanie 4
Warunek ten spelniaja tylko trzy liczby ztozone.

Zadanie 5
Warunek ten spelnia jedna liczba pierwsza i wiele

liczb zlozonych.

Zadanie 6
Warunek ten spelniajg wszystkie liczby naturalne

parzyste i wiele liczb naturalnych nieparzystych.

Zadanie 7
Warunek ten spelniaja tylko liczby 41 9.

Zadanie 8
Warunek ten spelniajg tylko liczby 11 -1.

Zadanie 9
Warunek ten spetniajg wszystkie liczby o nieparzy-

stej ilosci cyfr i wiele innych liczb naturalnych.

Zadanie 10
Warunek ten spelniaja wszystkie daty grudniowe

i wiele innych dat.

Jedyna liczbg catkowita spetniajaca ten warunek jest
liczba 3. Pozostalymiliczbami spelniajagcymi 6w waru-

nek s3 liczby niewymierne i jest ich nieskoriczenie wiele.

Zadanie 12
Zbiorem liczb spelniajacych ten warunek jest suma
zbioru liczb catkowitych i zbioru ztozonego z jednej

liczby niewymierne;j.

Zadanie 13

Warunek ten spelniajg wszystkie liczby naturalne
podzielne przez 6, wszystkie liczby naturalne po-
dzielne przez 7, ale nie wszystkie liczby naturalne

podzielne przez 8.

Zadanie 14

Warunek ten spetniajg wszystkie ograniczone pod-
zbiory i wiele nieograniczonych podzbioréw. Cho-

dzi o podzbiory zbioru R.

Zadanie 15

Warunek ten spelniajg wszystkie trojkaty réwnora-

mienne i wiele innych tréjkatow.

Zadanie 16

Warunek ten spelniajg wszystkie trojkaty réwno-

boczne i wiele innych tréjkatow réwnoramiennych.

Zadanie 17

Warunek ten spelniajg wszystkie tréjkaty prostokat-
ne, wiele trojkatow ostrokatnych i wiele tréjkgtow

rozwartokatnych.

MATEMATYKA | WRZESIEN/PAZDZIERNIK 2023



Zadanie 18

Warunek ten spelniajg tylko trapezy prostokatne

i trapezy rOwnoramienne.

Zadanie 19
Warunek ten spetniajg wszystkie trapezy prostokat-
ne, wiele trapezéw réwnoramiennych i wiele innych

trapezow.

Zadanie 20

Warunek ten spetniajg wszystkie kwadraty o cal-

kowitym boku i wiele innych prostokatéw o catko-
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Zadanie 21

Warunek ten spelniajg wszystkie okregi i wiele kot

Zadanie 22

Warunek ten spelniajg tylko pary prostych réwno-
legtych.

Zadanie 23

Warunek ten spelnia wiele czworokatéw catkowi-
tych i spelniaja go wszystkie wielokaty calkowite
o liczbie bokéw wigkszej od 4. Wielokat catkowity
to wielokat o calkowitych bokach.

witych bokach.

ROZWIAZANIA

Zadanie 1

Liczba jest potéwka liczby cal-
kowitej.

Zadanie 2

Pierwsza i ostatnia cyfra (w za-
pisie liczby) s sobie réwne.
Zadanie 3

Liczba pierwsza mniejsza od 6.
Zadanie 4

Liczba zlozona mniejsza od 9.
Zadanie 5

Liczba jest parzysta.

Zadanie 6

Iloczyn cyfr (danej liczby) jest

=
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g
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N
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Zadanie

Liczba jest kwadratem liczby
pierwszej mniejszej od 5.
Zadanie 8

Liczba calkowita, ktérej odwrot-

nos¢ réwniez jest liczba calkowits.

Zadanie 9
Mediana cyfr liczby naturalnej

réwniez jest jej cyfra.

Zadanie 10

Iloczyn numeréw dnia i miesig-
ca jest podzielny przez 12.
Zadanie 11

Liczba (x - 3)V5 jest liczba cal-
kowita.

Zadanie 12

Liczba x jest rozwigzaniem row-
nania (x — 7)sin(7rx) = 0.

Zadanie 13

Liczba ma nieparzysty dzielnik.
Zadanie 14

W zbiorze jest skoficzona ilo§¢
liczb catkowitych.

Zadanie 15

Nieujemna réznica diugo-

$ci dwdch bokdw trojkata jest
mniejsza od 4.

Zadanie 16

Trojkat jest rOwnoramienny

i ostrokatny.

Zadanie 17

W tréjkacie istnieje kat o catko-

witej liczbie stopni.
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Zadanie 18

W trapezie sg co najmniej dwa katy
o réownych miarach.

Zadanie 19

Wysoko$¢ trapezu ma dlugo$é
réwna dlugosci (co najmniej) jed-
nego z jego bokow.

Zadanie 20

Prostokat ma wszystkie boki cal-
kowite i pole bedace kwadratem
liczby catkowite;j.

Zadanie 21

Ustalona prosta ma z figurg mniej
niz trzy punkty wspolne.

Zadanie 22

Figura zfozona z dwdch prostych
ma nieskonczenie wiele srodkéw
symetrii.

Zadanie 23

Obwod wielokata jest wiekszy od 4.

Michat Kremzer
Autor zadan i artykutéw.
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ZADANIA DLA STARSZYCH

KLAS LICEOW

W kazdym z zadan nalezy poda¢ odpowiedni wa-

runek.

Warunek ten spelniajg wszystkie catkowite rom-
by i wiele calkowitych prostokatdw, ktére nie sg
rombami. Wielokat catkowity to wielokat o cal-
kowitych bokach.

Zadanie 2

Warunek ten spelniaja kota o catkowitych promie-
niach i wiele catkowitych wielokatow.

Zadanie 3

Warunek ten spelniajg catkowite wielokaty, ale nie
spelniaja go kota o catkowitych promieniach. Wa-
runek ten spefnia wiele innych kol.

Zadanie 4

Warunek ten spelniaja wszystkie réwnolegloboki,
ale nie wszystkie prostokaty.

Zadanie 5

Warunek ten spetniajg wszystkie trapezy i wiele
innych czworokatow wypuktych.

Zadanie 6

Warunek ten spelniajg wszystkie romby, wszystkie
deltoidy i wiele innych czworokatow.

Zadanie 7

W kazdym réwnolegloboku sa dwa katy, ktore
spelniajg ten warunek. Dwa katy w okregu, z kto-
rych jeden jest srodkowy, a drugi wpisany i opar-
ty na tym samym tuku, réwniez spetniajg éw wa-
runek. W wielu czworokatach zadne dwa katy nie
spelniaja tego warunku.

Warunek ten spetniajg okregi, prostokaty i wiele
innych figur. Jedynymi tréjkatami spelniajacymi

6w warunek sa trojkaty rownoboczne.

Zadanie 9

W tréjkacie warunek ten spelnia srodkowa, linia
$rodkowa i wiele innych odcinkdéw. W trapezie 6w
warunek spetnia linia srodkowa i wiele innych od-
cinkow.

Warunek ten spelniajg tylko przekatne rombu.
Warunek ten spetniaja tylko przekatne réwnolegto-
boku.

Zadanie 12

Warunek ten spelniajg tylko przekatne prostokata.
Warunek ten spetniajg tylko przekatne deltoidu.
Zadanie 14

Warunek ten spelniajg wszystkie proste réwnolegle
do osi OY, jedna prosta rownolegta do osi OX i wiele
innych prostych.

Warunek ten spelniajg wszystkie graniastostupy
proste, wiele ostrostupéw i wiele innych wieloscianow.
Zadanie 16

Warunek ten spelniajg wszystkie graniastostupy
oprocz graniastostupdw trojkatnych.

Zadanie 17

Warunek ten spelniajg wszystkie graniastostupy
oprdcz graniastostupdéw czworokatnych.

Wirod ostrostupdéw warunek ten spelniaja tylko
ostrostupy szesciokatne, a wérdd graniastostupow
warunek 6w spelniaja tylko graniastostupy czworo-
katne.

Zadanie 19

Warunek ten spelniaja wszystkie funkcje ograniczo-

ne z dotu i wiele innych funkgji.
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Zadanie 20

Warunek ten spelniajg wszystkie funkcje wyklad-

nicze i wiele funkgji logarytmicznych.

Zadanie 21

Warunek ten spelniajg wszystkie funkcje logaryt-

miczne i wiele funkcji wyktadniczych.

Zadanie 22

Warunek ten spetniajg wszystkie niestale ciaggi aryt-

metyczne i wiele niestatych ciggdw geometrycz-

nych.

ROZWIAZANIA

Zadanie 1
Obwad wielokata jest liczbg po-
dzielng przez 4.

Zadanie 2

Pole figury jest liczbg niecatko-
wita.

Zadanie 3

Obwad figury jest liczba catko-
wita.

Zadanie 4

Nie ma takiego warunku.
Zadanie 5

Suma miar dwdch katéw czwo-
rokgta wynosi 180°.

Zadanie 6

Przekatne czworokata sg prosto-
padte.

Zadanie 7

Stosunek miar dwoch katow jest
liczbg catkowita.

Zadanie 8

Figura ma co najmniej dwie osie
symetrii.

Zadanie 9

Odcinek jest zawarty w figurze F
i co najmniej jeden koniec tego
odcinka jest srodkiem jednego

z bokow tej figury.

Zadanie 23

Zadanie 24

Zadanie 25

Zadanie 10

Przekatne czworokata sg prosto-
padle i przecinaja sie w punkcie
dzielacym kazda z nich na dwie
przystajace czesci.

Zadanie 11

Przekatne czworokata przecina-
ja sie w punkcie dzielacym kazdg
z nich na dwie przystajace czesci.
Przekatne czworokata sg przy-
stajace i przecinajg si¢ w punk-
cie dzielacym kazda z nich

na dwie przystajace czesci.
Zadanie 13

Przekatne czworokata sg prosto-
padle i przecinaja sie w punk-
cie dzielagcym tylko jedng z nich
na dwie przystajace czesci.
Prosta ma dokladnie jeden
punkt wspolny z wykresem usta-
lonego tréjmianu kwadratowego.

Zadanie 15

Bryla ma dwie prostopadte $ciany.

Zadanie 16
Wszystkie $ciany wieloscianu

majg co najmniej cztery boki.
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Warunek ten spelniajg wszystkie rosnace ciagi geo-

metryczne i wiele rosngcych ciggéw arytmetycznych.

Warunek ten spelniaja funkcje y = cos(x) i y = tg(x),

ale nie spetnia go funkcja y = sin(x).

Warunek ten spetniajg funkcje y = sin(x) i y = tg(x),

ale nie spetnia go funkcja y = cos(x).

W wieloscianie istniejg dwie $ciany
o roznej liczbie bokdow.

Wielo$cian ma doktadnie 12 kra-
wedzi.

Funkcja nie ma granicy réwnej mi-
nus nieskoniczonosci.

2)>0

Zadanie 21

Liczba f(1) jest parzysta.

Zadanie 22

Ciag jest $cisle monotoniczny.

Zadanie 23

W ciagu istnieja trzy wyra-

=3

zy (o réznych numerach) takie,

ze iloczyn dwoch sposrod tych wy-
razow jest rowny kwadratowi trze-
ciego wyrazu.

Funkcja jest ujemna na przedziale
(0,57, 7).

Punkt (0, 0) jest srodkiem symetrii
wykresu funkcji.

Michat Kremzer
Autor zadan i artykutéw.
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EWNYM ZADANIU,
)RE STALO SIE
PRETEKSTEM

DO GEOMETRYCZNEJ PRZEBIEZKI

Dlaczego lubie zajmmowac sie matematyka szkolng? Dlaczego lubie pracowac z mtodymi
ludzmi? Odpowiedz jest prosta. Lubie, bo sie nie nudze. A nie lubie sie nudzi¢, chod
czasem powinienem. Tym, co nie pozwala mi sie nudzi¢, sg zadania, szczegdlnie

z geometrii. Po prawie trzydziestu latach pracy przy tablicy ciggle trafiajg sie zadania
wymagajgce zatrzymania, refleksiji, trudu i... niepowodzenia. Zwyczajnie nie wiem, co robic
dalej. Ale po jakims czasie zaangazowania i namystu przychodzi pomyst i zrozumienie
trudniejszego watku. | to jest piekne. To taki inspirujgcy moment olsnienia.

acznijmy od zadania, ktore stalo si¢ inspiracja Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

a

do rozmyslan i ktore bedzie nam towarzyszylo o -

przez caly niniejszy artykul.

Przekatne AC i BD trapezu (AB || CD) przecinaja
sie w punkcie S.

Pola trojkatéw ASB i CDS sa réwne odpowiednio

16 cm? i 9 cm?. Oblicz pole trapezu.
Zadanie do$¢ oczywiste. Ale... no wlasnie. ARys.1
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Zauwazmy, ze trojkaty ABS i DCS sa podobne (cecha kk

podobienstwa tréjkatow).

Poniewaz k* = %A&& = %) wiec skala podobienstwa
DCS
o 4
jest rowna .

Zauwazmy, ze Py = %ah =9, czyliah=18.
Stad pole trapezu ABCD obliczymy ze wzoru:
_14 7
P—z(ga + a) 3]’1

Zatem P = %ah =49.

Zaprezentowany sposob rozwiazania zadania wyjscio-
wego mozna uznac za elementarny. Przyjrzyjmy si¢ jed-

nak bardziej trapezowi ABCD i jego przecinajacym sie

przekatnym.
D i
.-"k . ____.-'“\\
! - g -
/ T - = \
! e S ™,
f o o o ™,
23 - — &y
i - E T \\
{ . e ,
{ -~ . T M,
I __.-.--""-' =l h "““--,_\_ M
> ~_\
! )
g :}\ ¥
A Rys.2

Przekatne wraz z podstawami i ramionami tworzg troj-
katne obszary S;, S,, S51S,.
Tréjkaty ABE (S,) i DCE (S,) sa podobne.
Przekonuje nas o tym fakcie cecha kk podobienstwa
tréojkatow.
Tréjkaty AED (S;) i BEC (S,) maja jednakowe pole.
Uzasadnienie tego faktu jest do$¢ elementarne, cho-
ciaz niefatwe.
Wyjdzmy od tego, Ze tréjkaty ABD i ABC maja jed-
nakowe podstawy i wysokosci.
Mamy zatem:
Pypp = Papc
stad
Pypp — Pape = Papc — Pape
czyli
Pyep = Prec
Podsumowujac, otrzymujemy fakt 1:

S, ~$,i8;=S,

WWW.CZASOPISMOMATEMATYKA.PL
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A teraz wazna obserwacja, ktoéra wiele nam wyjasni
w dalszym ciggu rozwazan i obliczen.

Wysokosci h; i h, sg zawarte w prostych réwno-
legtych. Kazda z nich jest prostopadta do prostej
zawierajacej przekatna BD.

ARys.3
Zaznaczone na rysunku tréjkaty sa podobne, wiec:
() JAEl _ B

[EC| = h,

Skorzystamy z otrzymanej zaleznosci w dalszym eta-
pie naszych rozwazan.
Korzystajac z danych jak na rysunku ponizej, wy-

znaczmy pola tréjkatéow ABE i BCE, czyli S, i S,.

f...
-
A )
.i"'--'

ARys.4
Mamy zatem:
S = % |AE| - h, oraz S, =%- |EC| - h,.

Obliczymy teraz pola tréjkatow S, 1 S;.

ARys.5
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S,=1-|ED|-h,orazS;=1- |ED| - h.
Poniewaz z (*) ]%ll = ZJ wiec

S a8 "
S, h, |EC|”S;

stad otrzymujemy fakt 2:

81'82283'84

Wré¢émy do zadania 1. Majac dane pole dwoch tréjka-
toéw, mozemy przyjac oznaczenia jak na rysunku:

-
= —,

A Rys. 6
Stosujac odkryta zalezno$¢ S; - S, = S5 - S, mozemy
obliczy¢:
x*=9-16,stad x = 12.
W takim razem pole catego trapezu ABCD jest réwne:
9+16+12+12=49

Wyprowadzimy jeszcze jedng uzyteczng zaleznos¢

miedzy polami tréjkatow wyznaczonych przez prze-

katne trapezu ABCD.
< -,
- o
) - . \‘ = \\
f - . - -____.--' \\
— -~ N
,-"lr 33 -'"-H.- - 3y \\\
{ e %,
-~ et ™,
- . %,
! 5 i ™,
i -~ M N,
- —
f .____..-' -'\
s e
ARys.7

Mozna zauwazyc, ze:

Pigep=81+S,+8+S,
Pypcp="S1+8,+S,-S,+1S, -,
Pypcp="S+2VS,- 5, +$,
Otrzymujemy zatem bardzo praktyczny w obliczeniach

fakt 3:

Pypep= (\/gl + \/§2)2

W ten sposéb doszlismy do trzeciego sposobu rozwia-
zania zadania 1.
Podstawiajac odpowiednie liczby, otrzymujemy:
Pypep = (V9 +V16)2 = 49

Zaprezentowane rozwazania wokot pewnego zadania
z geometrii byly skupione na trapezie.
A gdyby tak rozwazania przenies¢ nieco wyzej, do

dowolnego czworokata wypuklego.

ARys.8

Czy zaleznosc¢ S, - S, = S5 - S, bedzie prawdziwa? Warto
zastanowic si¢ i porozmawiac o tym ze swoim ucznia-
mi, do czego zach¢cam.

Zaprezentowany watek geometryczny moze by¢ uzy-
teczny w szkole podstawowej, szczegélnie w kontek-
$cie pracy z uczniami zdolnymi. W liceum na pewno
tez znajdzie wielu odbiorcéw, zwlaszcza wéréd uczniow
realizujgcych program matematyki rozszerzonej. Roz-
wigzywanie zadan z geometrii jest do$¢ trudne, wy-
magajace od uczniéw bardzo precyzyjnego myslenia
i przede wszystkim znajomosci odpowiednich narze-
dzi matematycznych. Ponad wszystko jednak potrzeb-
na jest wyobraznia, pomystowo$¢ i... umiejetnosc¢ do-

rysowania kreski. Ale to juz temat na kolejny artykul.

Przypisy:
! Tytul jest oczywiscie lekko powiazany z ksigzkami Michata Szur-
ka: Podréze matematyczne i Spacery matematyczne.

dr Tomasz Szwed
Akademia Nauk Stosowanych w Raciborzu, Il LO w Raciborzu.
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1428571428571428571428517...

,Btedy sg konieczne, potrzebne jak chleb,

a czasem nawet piekne, na przyktad wieza w Pizie”.

rzyznaje, ze troche dziwig zapisy w stylu:
»...nie méwimy jednak uczniom, czym jest
utamek okresowy. To taki utamek dziesiet-
ny (?)...”. Wiem, tego typu stwierdzenia nie
prowadza do btednych wynikéw. Jest z tym troche tak,
jak ze stwierdzeniem, Ze rozwigzaniem réwnania jest
x =2.Zaraz, zaraz, przeciez rozwigzaniem réwnania
jest liczba, a nie réwnanie (relacja), prawda?

Moéwimy ,,utamek dziesietny”, ,,utamek niedziesiet-
ny”, ,rozwinigcie dziesigtne” czy tez ,,liczba dziesiet-
na”. Tyle tych ,,dziesietnych”, ze chyba warto to nieco

uporzadkowa¢, by miec tzw. peace of mind.

WWW.CZASOPISMOMATEMATYKA.PL

Gianni Rodari - wtoski pisarz (1920-1980)

Ulamki dziesi¢tne to zwykte utamki, ktérych mianow-
nik mozna zapisa¢ w postaci potegi liczby 10, czyli 10,

gdzie n € N\ {0}. Takimi utamkami sa np. utamki:

9-2_18 3_3:25_75

2.9-2_18 3_3-25 75 4 _41-2 82
5°5.2 100 4 4-25 100" 500 500-2  1000°

(93]

Zamiana utamkéw dziesietnych na liczby dziesigtne
(rozwinigcia dziesietne) jest bardzo fatwa, wszak bar-
dzo tatwo jest dzieli¢ przez 10, 100, 1000, ... :

918 3-075 AL_

5= 18 3=0,75 =5,=0,082.

Bedziemy o nich méwi¢ liczby dziesietne skonczone.
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Czyutamek % jest utamkiem dziesietnym? Gdyby tak by-
fo, to moglibysmy zapisa¢ jego mianownik w postaci 10".

Wiemy jednak, ze nie istnieje zaden ulamek postaci 1~ 5

1
rownowazny utamkowi 3; nie istnieje Zaden utamek

3)
.1
100 réwnowazny utamkowi s ...

je zaden ulamek dziesi¢gtny réwnowazny utamkowi %!

postaci —— . Nie istnie-

Dobrze, Ze mozemy chociaz zblizy¢ si¢ do liczby dzie-
sietnej tak blisko, jak tylko chcemy.
Otoz:
1_10_9+1_9

_10_9+1_ 1_ 1
373030 30 03+

1_100_99+1_99 1 33 _
B o
_ _ +1_ 1
373000 3000 3000 + 3000 1000 * 3000 =0,333+ 3000
Ogélnie: n trojek
10333 3+t —
3 > e 3000...0
Zapisujemy: nzer

1=0,333...=0,(3)albo1=03

Ulamki niedziesietne to zwykle utamki, ktérych mia-
nownika nie mozna zapisa¢ w postaci potegi liczby 10,
czyli 107, gdzie n € N\{0}. W wyniku dzielenia licznika
takiego utamka przez jego mianownik po przecinku
otrzymujemy takie same cyfry lub ciagi cyfr powta-
rzajace si¢ w nieskonczonosc¢ (zobacz utamek w tytu-
le). Nazywac je bedziemy liczbami dziesi¢tnymi okre-
sowymi.

Przyjrzymy sie teraz kilku przykladom utamkow
dziesi¢tnych, ktére w mianowniku maja potegi liczby
2,5lub2i5.

1) Ile cyfr po przecinku ma rozwinigcie dziesigtne
utamka d21es1e;tnego dla danej dodatniej liczby

calkowitej n?

[—

n=1: 5=3=2=0,5 lcyfra
n=2 5=2=7=025 2cyfry
n=3 5=2=3=0125 3cyfry
n=4: 5 =2:=1-=00625 4cyfry

Wydaje si¢, ze potrzebujemy kolejnej cyfry po przecinku
dlakazdej potegi 2, przez ktdra dzielimy. Aby sprobowac
potwierdzic¢ te obserwacje, przyjrzyjmy si¢ procesowi

dzielenia przez 2 w postaci dziesi¢tnej. Dzielenie

przez 2 oznacza pomnozenie 5 przez 0,1 : % =0,5 =

=5-0,1. Przyjrzyjmy si¢ temu samemu procesowi mno-

zenia w postaci dziesie;tnej'

n=1: %—(5 101:5 0,1'=0,5 1cyfra
2,, )2 102 =25-(0,1)>=0,25 2cyfry

n= (— ’= 103 =125-(0,1’=0,125 3cyfry

= ( 104—625 (0,)*=0,0625 4cyfry

]/l:

Wiemy juz, ze pomnozenie liczby przez 0,1 (czyli po-
dzielenie przez 10) powoduje przesuniecie przecinka
o0 jedng cyfre w lewo. Pomnozenie liczby nieparzystej
przez 5 daje w wyniku liczbe nieparzysta, wiec pomno-
zenie przez 5 w takich przypadkach nie da w wyniku
koncowej cyfry 0. Przecinek dziesietny nadal przesu-
wa sie o jedng cyfre wlewo. Wynik ten jest taki, ze dla
dowolnej dodatniej liczby catkowitej n utamek zl ma
doktadnie n cyfr po przecinku.

Zwrdémy tez uwage, ze przecinek dziesigtny przesu-
wa si¢ o jedna cyfre w lewo za kazdym razem, gdy dzie-

limy liczb¢ nieparzysta przez 2"

n=1: %=%=%=1,5 1 cyfra

n=2 2=2=2=175 2cyfry

n=3 2=2=2=0375 3cyfry
n=4: 2=2=2=01875 4cyfry

2) Ile cyfr po przecinku ma rozwiniecie dziesigtne
utamka dmesn;tnego dla danej dodatniej liczby
catkowitej n?

Postepujac analogicznie jak poprzednio, otrzymu-

jemy:
112
n=1: ? 15— 1201—21 0,1)'=0,2 1cyfra
n=2: ,1—15——1302—22 (0,1>=0,04 2cyfry
n=3: ,1=5——1—03—23 (0,1*=0,008 3 cyfry
L1120
n=4: ik ik T 24. (0 1)4 0,0016 4CYfI‘y

Powyzsze przyklady potwierdzaja, ze dla dowolnej
dodatniej liczby catkowitej n utamek Sl ma dokladnie
n cyfr po przecinku.
Czy podobnie jest dla rozwiniecia dziesietnego utam-
5" , gdzie m nie jest liczbg podzielng przez 5 (5 t m;
liczba 5 nie jest dzielnikiem liczby m)?
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n=1 L=%=7. 101_7 21.(0,1)' = 1,4 1cyfra

n=2 L=5=7 102_7 22.(0,1?=1,28 2cyfry
n=3 L=5=7 103_7 2°.(0,1° = 1,056 3 cyfry
n=4 L=5=7 104_7 2¢.(0,1)* = 1,0112 4cyfry

Widag, ze jest analogicznie jak w poprzednich przy-
kladach.

Zadajmy pytanie: Jak nasi uczniowie uzyskaja roz-
winigcie dziesigtne ulamka —= 55¢ Czy wykonajg dziele-
nie, czy tez zap1szq-

D=5 =9-22-(0,1)°=72-(0,1)’ =

Nie jest tu potrzebny nawet kalkulator, prawda?

0,072?

3) Niech g bedzie takim utamkiem, ze (n, d), gdzie
d = 2*. 5' dla nieujemnych liczb catkowitych ki I.
Ile cyfr po przecinku ma rozwiniecie dziesietne ta-

kiej liczby?

Wiemy juz, ze w przypadku skoniczonego utamka dzie-
sietnego liczba cyfr po przecinku jest wyktadnikiem
najmniejszej potegi liczby 10, ktéra po pomnozeniu
przez liczbe dziesietna daje iloczyn catkowity. Wyda-
je si¢ to dobrym punktem wyjscia. Aby zorientowac

sie, dokad moze nas to zaprowadzi¢, spéjrzmy na kil-

ka przykladow:
k=2,1=1 5 20 22 51 =0,05 2cyfry
k= 21—120 22 51:155 2 cyfry
k=1,1=2 50 21 52 =0,06 2cyfry
k=4,1=2 400 =5 52—00475 4 cyfry
k=3,1=5 25000 =55 55—000012 5 cyfr

Wydaje sie, ze liczba cyfr po przecinku potrzebnych do
zapisania kazdego utamka jako ulamka dziesi¢tnego
jest wiekszg z liczb ki I. To prawda! Musimy pomno-
zy¢ kazdy ulamek przez taka potege liczby 10, aby usu-
nac wszystkie potegiliczb 2 i 5w mianowniku kazdego

ulamka, aby otrzymac liczbe calkowita:

3.10°
23 55_

3-2°-5

— 2
e =322=12

-10°=

25000

Przejdzmy teraz do utamkéw niedziesietnych.

WWW.CZASOPISMOMATEMATYKA.PL
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Tytulowy ulamek% ma rozwiniecie dziesi¢tne okre-
sowe: 0,142857142857142857... Wynik ten zapisujemy
w postaci 0,(142857) albo 0,142857. Ciekawe, ze okres
kazdego utamka o mianowniku 7 skiada sie z tych sa-
mych cyfr:

2=0,428571), -

U=1,671428), 2

= = 4,(714285)

Warto tez zauwazyc, ze okres zaczyna sie zaraz po prze-
cinku.

Wezmy teraz ulamek - =0,0(714285). Tu poja-

14- 2 7
wila si¢ cyfra nienalezgca do okresu (nazywana czasem
antyokresem), cyfra zero po przecinku, a w mianow-
niku mamy czynnik 2.

Wezmy jeszcze ulamek % = % =0,(047619). Tu
w mianowniku nie ma ani 2, ani 5. Okres zaczyna si¢
zaraz po przecinku.

Na koniec wezmy ulamek =0,0(142857).

2

Tu tez pojawia si¢ po przecinku cyf5ra7n1enalezqca do

okresu, a w mianowniku mamy czynniki 2,51 7.
Rozwiniecie dziesietne fatwo uzyskujemy, dzielac

licznik przez mianownik. A jak liczbe dziesi¢tng okre-

sowa zamienic¢ na utamek zwykly?
Zrébmy kilka przyktadow.

Przyklad 1

Zwr6¢ uwage na podobienstwo miedzy liczbami
dziesietnymi okresowymi 0,71 10 - 07 = 7,7.

(a) Znajdz réznice miedzy 7,7 a 0,7.

(b) Znajdz zwigzek miedzy odpowiedzig do (a) a 0,7.
(c) Wyraz 0,7 jako utamek zwykty.

Na poczatku do$¢ trudno jest zrozumie¢, w jaki spo-
s6b mozemy zamienia¢ liczby dziesigtne okresowe na
ulamki zwykle. Skupienie si¢ na powtarzajacej si¢ cze-
$ci dziesigtnej daje nam wskazdwke. Przesuniecie prze-
cinka za cyfre pozwala nam zbada¢ 0,7 w stosunku do
innej liczby o tej samej powtarzajacej si¢ czesci dzie-

sietnej:
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Odejmujac uzyskane liczby, pozbywamy sie powta-
rzajacej si¢ czesci dziesigtne;:
77-0,7=7.
Zastosujemy teraz algebre do tego problemu, uzywa-

jac zmiennej reprezentujacej 0,7:

x = 07
10x = 77

Zatem:
10x—x=9x=7.

Dzielgc przez 9, otrzymujemy x = g, czyli 0,7 = g

Przyklad 2
Zamien liczbe dziesietng okresowg 3,09 na utamek

zwykly.

Niech x = 3,09. Wéwczas:

x = 3,09
100x = 309,09
100x — x = 99x = 309,09 — 3,09 = 306
09— ,_306_34
3,09=x= 99 = 1"

Uwaga:

Zauwazmy, ze:
309-3 306 34

3.09="5"=5g =11-
Podobnie:
=7 _ 40544 _ 4050 _ 450 _ 150
4,054 = 9929 ] _2 993 ; 11113_ 37°
Z¢ _2/6-2 _ 274 137
0,276 = =555~ =990 = 295
Przyklad 3

Jaka jest roznica miedzy 1 a 0,92

Liczba 1 wprawia wiele oséb w zaklopotanie. Mam na-
dziej¢, ze ponizsze metody pokaza, ze jedyna réznicg
miedzy 1a0,9 jest sposdb, jaki wybralismy do ich za-
pisania. W rzeczywistosci sa réwne.
Po pierwsze:
09=3-03=3-3=1.
Uzyjmy algebry:

10x = 99

10x-x=9,9-0,9=09,
9x =09,

x=1.

A co z r6znicg? Otéz mamy:

1-0=1
1-0,9=0,1
1-0,99=0,01

1-0,999=0,001
1-0,9999 =0,0001

Roznica ta zmierza do zera, a zatem sg to te same liczby!

Zapiszmy jeszcze liczbe 0,9 w postaci szeregu geome-

trycznego i obliczmy jego sume. 9
9g=2 ;2 .92 10 _
0,9—101+102+103+...— 9—1.
10
Konczac, dodajmy podsumowanie:
Ulamki dziesietne
Utamki zwykle, ktérych N Liczby dziesi¢tne
mianownik zawiera tylko skonczone
czynniki 2 lub 5
Ulamki niedziesi¢tne
Utamki zwykle, w ktérych N Liczby dziesietne
mianowniku nie ma okresowe proste
czynnikéw 2 ani 5
Ulamki niedziesi¢tne . .
Ulamki zwykte, w ktérych Liczby dziesigtne
. . ol > | okresowe
mianowniku sg czynniki 2 lub 5 .
. e mieszane
oraz inne czynniki pierwsze
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Nauczyciel matematyki AZPO w Fijewie, doradca
metodyczny WMODN w Elblagu.

MATEMATYKA | WRZESIEN/PAZDZIERNIK 2023



Kongres dla
Wychowawcéw
Szkolnych

I Ogolnopolski Kongres dla Wychowawcow Szkolnych

Wspotpraca, budowanie silnych relacji
i reagowanie w kryzysowych sytuacjach na linii
wychowawca-uczen-rodzic

Procedury postepowania i dziatania antybullyingowe
ONLINE + 7 DNI DOSTEPU DO NAGRANIA

€

Q00 \>
Efektywna organizacja komunikacji na linii Skuteczna prewencja przemocy oraz
wychowawca-rodzic-uczen i wskazowki do sprawdzone programy antybullyingowe.

pracy z roszczeniowym rodzicem.

= 0

Prawa ucznia a prawa nauczyciela - Procedury postepowania w kryzysowych
studium trudnych przypadkow. sytuacjach, m.in. w przypadku wystapienia

przemocy domowej czy w przypadku préb;

samobojczej jednego z ucznidw.

Wiecej szczeg6tow na stronie

>y
o

=

AL >

_a

B | .
. | 23



charaktery ten [y amazon

NASTOLATKI

% &
Jak wspierac zdrowie
|2 miodych ludzi?

oty pedagogiw | opiekuncw E\g’l ]

= |

Jak stworzy¢
wiez opartq

na wzajemnym
zaufaniu?

Jak zadbaé

o otwartg
komunikacje

Z nastolatkiem?

Jak wspiera¢ poczucie
sprawstwa w mtodych
ludziach?

Ogoélnopolska
akcja spoteczna

. ' zdrowie
Dostep do zamknigtej grupy na FB dla rodzicow wgtowie
nastolatkow i psychologdw przy zakupie poradnika!

- . . prof. UAM, dr hab. Katarzyna Waszyriska,
Przykl'ady CW|czen|a sChematy dr Karolina Appelt, dr Agata Majewska,
Ve . prof. UAM, dr hab. Ewa Karmoliriska-Jagodzik,
rozmow praktyczne postepowania dr Maria Banaszak

wiecej nc: lazakrecie.pl



