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C Z A S O P I S M O  D L A  N A U C Z Y C I E L I

w przygotowaniu uczniów  
do egzaminu ósmoklasisty





Wnajnowszym numerze „Matematyki” przygotowaliśmy dla Was 
sporą dawkę zadań matematycznych z opracowaniami, które na 
pewno przydadzą się Wam w nowym roku szkolnym.

W temacie numeru analizujemy wraz z Joanną Świerszcz nie
typowy rozkład wyników matematycznej części egzaminu ósmoklasisty, staramy 
się je zinterpretować i zastanawiamy się, jak przygotować się w tym roku szkolnym.

Dzielimy się z Państwem także pomysłami na lekcje. Piotr Zarzycki opisuje za
gadnienie uczenia statystyki w szkole podstawowej w wykorzystaniem technolo
gicznego wsparcia, z kolei Cezary Tkacz pochyli się nad tematem liczb dualnych. 
Ponadto w najnowszym numerze znajdą Państwo teksty poświęcone ułamkom 
dziesiętnym oraz zadaniu geometrycznemu, które zastanowiło nawet doświad
czonego matematyka.

W pozostałej części czasopisma znajdziecie Państwo przykłady zadań dla wszyst
kich poziomów nauczania – od IV klasy szkoły podstawowej aż po ostatnie klasy 
liceum, a także z zakresu egzaminów: E8, maturalnego na poziomie podstawo
wym i zaawansowanym.

Mamy nadzieję, że z powodzeniem wykorzystacie te materiały na lekcjach w no
wym roku szkolnym. Miłej lektury!

Redaktor naczelna wraz z gronem autorskim
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W TYM NUMERZE

Jeśli mają Państwo jakiekolwiek sugestie odnośnie do naszego czasopisma –
prosimy pisać na adres e-mailowy: matematyka@forum-media.pl
Zapraszamy także na nasz Facebook: https://www.facebook.com/czasopismomatematyka/

S P I S  T R E Ś C I

NOWY
DZIAŁ

NOWY
DZIAŁ

 Temat numeru

5  Dwa garby egzaminu ósmoklasisty, czyli pomiędzy mogę, chcę i nie chcę. 

Kilka wskazówek dla nauczycieli

36 O pewnym zadaniu, które stało się pretekstem do geometrycznej przebieżki

 AI w edukacji

11 Sztuczna inteligencja w edukacji

 Pomysł na lekcję

16 Statystyka w szkole podstawowej

20 Liczby dualne

39 1/7 = 142857142857142857142857…

 Egzamin ósmoklasisty

22 Zadania z zakresu egzaminu ósmoklasisty

 Egzamin maturalny

24 Nowa matura – poziom podstawowy

26 Nowa matura – poziom rozszerzony

 Testy i sprawdziany

28 Zadania dla klas 4–6 szkół podstawowych 

30 Zadania dla klas 7–8 szkół podstawowych

32 Zadania dla młodszych klas liceów

34 Zadania dla starszych klas liceów
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ROZKŁAD WYNIKÓW
Co roku pod koniec września Centralna Komisja Egza
minacyjna publikuje na swojej stronie internetowej doku
ment „Osiągnięcia uczniów kończących VIII klasę szkoły 
podstawowej”. Jest to obszerne opracowanie, w którym 
można znaleźć m.in.: opis arkusza standardowego, dane 
dotyczące populacji uczniów, informacje o przebiegu eg
zaminu, podstawowe dane statystyczne, komentarz oraz 
podstawowe informacje o arkuszach dostosowanych. 

Na kolejnej stronie przedstawiono  rozkłady wyników 
z matematyki w poszczególnych latach od początku wpro
wadzenia egzaminu ósmoklasisty.

Rozkład z roku 2023 pochodzi z dokumentu „Infor
macje wstępne o wynikach egzaminu ósmoklasisty  
w 2023 r.”.

Poruszenie wzbudził fakt zmiany kształtu rozkładu. 
Z rozkładu normalnego przeszedł w rozkład dwumo
dalny. W takim przypadku wyniki uczniów skupiają się 
w dwóch miejscach potocznie zwanych „garbami”. Dla
czego taki rozkład wyników z matematyki budzi taki 
wielki niepokój, jeśli od początku wprowadzenia egza
minu ósmoklasisty w taki sposób rokrocznie rozkładają 
się wyniki z języka angielskiego? 

CZY MUSIMY SIĘ MARTWIĆ?
Na to pytanie próbowała odpowiedzieć Justyna Suchec
ka na łamach portalu tvn24.pl w artykule Wyniki egza-
minów z matematyki. Dlaczego dwugarbny wielbłąd po-
winien nas martwić. 

Stwierdziła, że należy uwzględnić kumulację roczni
ków, z którą mieliśmy do czynienia w tym i poprzednim 
roku szkolnym. Zostaje również w artykule przywołany 
koronny argument, który wraca jak bumerang, a mia
nowicie wiek pójścia uczniów do szkoły. W ostatnich 
rocznikach ósmoklasistów do egzaminu przygotowywa
liśmy zarówno dzieci, które rozpoczęły naukę w szkole 
w wieku 6, jak i 7 lat. Autorka bierze pod uwagę również 
położenie szkoły i podkreśla wyraźnie, że różnica po
między wynikami szkół wiejskich i miejskich jest zna
cząca. Osobiście nie jestem zdziwiona, bo każdy egza
min zewnętrzny pokazywał takie dysproporcje i moim 
zdaniem niestety tendencja ta będzie się utrzymywać. 

Autorka przeprowadza również rozmowę m.in. z dyrek
torem CKE. Marcin Smolik stwierdza, że po części obecna 
sytuacja to też efekt pandemii. Jednak czy aby na pewno? 
Tutaj wdałabym się w lekką polemikę. Tej tendencji nie 
widać w rozkładzie z roku 2021, a ci uczniowie uczyli się 

Wprawdzie na stronach Centralnej Komisji Egzaminacyjnej opublikowano jedynie 
informacje wstępne o wynikach egzaminu ósmoklasisty 2023, to mimo przerwy 
wakacyjnej przez media ogólnopolskie i społecznościowe przetoczyła się dyskusja 
na ich temat. Oczywiście najwięcej uwagi poświęcono matematyce, w szczególności 
nietypowemu rozkładowi wyników, który pojawił się po raz drugi. Czy to już tendencja, 
czy tylko przypadek? Takie zadawano pytanie, ale po kolei.

DWA GARBY EGZAMINU 
ÓSMOKLASISTY,

AUTOR: JONNA ŚWIERCZ

CZYLI POMIĘDZY MOGĘ, CHCĘ I NIE CHCĘ.  
KILKA WSKAZÓWEK DLA NAUCZYCIELI
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ROK 2019

ROK 2021

ROK 2023

ROK 2020

ROK 2022
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w okresie COVID19. Młodzież pisząca egzamin w obec
nym roku szkolnym nauczanie zdalne rozpoczęła w poło
wie klasy piątej, a zakończyła częściowo w siódmej. Ósma 
klasa w całości odbywała się w sposób stacjonarny. Mo
im zdaniem przyczyny należy upatrywać nie w formie 
nauczania, ale w nastawieniu do uczenia się i dojrzało
ści uczniów. Niestety okres pandemii pokazał, że młodzi 
ludzie potrafili „oszukać” system. Sprawiali, że ich oce
ny rosły w sposób wykładniczy. Powrót do szkoły poka
zał, że nie szły niestety za tym ich umiejętności matema
tyczne. Gdy zasiedli ponownie w ławkach naprzeciwko 
nauczycieli, niewielu z nich chciało nadrabiać zaległości 
i rzetelnie przygotowywać się do egzaminu. Część z nich 
wyrobiła w sobie również bardzo roszczeniową postawę 
wobec przedmiotu. Chcieli dalej otrzymywać tak wyso
kie oceny jak w okresie edukacji zdalnej, ale niestety pra
wie bez żadnego wysiłku z ich strony. Jeżeli jeszcze taka 
postawa cechowała ich rodziców, wówczas była to prosta 
droga do „garbu” po lewej stronie, czyli niskich wyników. 
Tutaj dotykamy szerszego problemu, który również po
rusza pani Suchacka. Jest nim motywacja do nauki oraz 
umiejętność uczenia się, wspomniana przez nią w odnie
sieniu do uczniów szkół średnich. Zajęcia pod hasłem „jak 
się uczyć” powinny być organizowane w każdej szkole. 
Zadam jednak pytanie: Kto powinien je prowadzić i w ra
mach jakich zajęć? Tego nie wiemy i jakoś nikt w szerszej 
skali nie chce się podjąć rozwiązania tego problemu. 

Dyrektor Smolik posuwa się dalej w poszukiwaniu 
przyczyn wystąpienia nietypowego rozkładu wyników, 
mając nadzieję, że nie stanie się to tendencją. Według nie
go to „…wymagania egzaminacyjne wykluczyły w ostat
nich latach najtrudniejsze zagadnienia z matematyki. 
(…) Do tego zadań otwartych było mniej (…), dla tych 
uczniów powyżej średniej, którzy normalnie oscylowa
liby w granicach wyniku 60%–70%, nie było w tym roku 
zadań za trudnych. Osiągnęli to, czego normalnie mogli
by nie osiągnąć, poszło im bardzo dobrze” – ocenia. I za
raz podkreśla: „To nie jest tak, że brakowało zadań śred
nich, w naszym przekonaniu brakowało zadań trudnych 
i bardzo trudnych. I stąd wielu uczniów z bardzo dobry
mi wynikami”. Czytając ten fragment, ciężko uspokoić 

skaczące gwałtownie ciśnienie. Pierwsza i może trochę 
za szybka konkluzja – czyli to dobór zadań przyczynił się 
do sukcesu najlepszych uczniów, to dzięki ograniczeniom 
wymagań pojawiła się tak liczna grupa uczniów osiąga
jących wysokie wyniki? Nie mogę się z tym zgodzić. Mo
im zdaniem ograniczenie wymagań było najlepszą de
cyzją podjętą przez CKE od wielu lat. Przede wszystkim 
dzięki temu udaje się uzyskać akceptowalne wyniki, jako 
zaprzeczenie stwierdzenia „matematyka wypada najgo
rzej”, a nie wyniki oscylujące w granicach poniżej 40%. 
Jest źle, ale nie beznadziejnie. Wymagania opóźniły wyj
ście na światło dzienne również faktu, który my nauczy
ciele zauważamy już od początku wprowadzenia zmian 
w podstawie programowej z matematyki, a mianowicie, 
że jest ona niedostosowana do możliwości i wieku współ
czesnych uczniów. Bo czy normalna jest sytuacja, że śred
nio jedna osoba w klasie rozumie zadania na dowodze
nia, ale nie potrafi samodzielnie powtórzyć rozumowania 
prezentowanego przez nauczyciela? Co z resztą uczniów? 
Jeden rocznik ósmoklasistów zadał mi takie pytanie, gdy 
usiłowałam ich zaznajomić z dowodami goemetryczny
mi: „Proszę pani, czy my naprawdę jesteśmy tacy głupi?”. 
I jak odpowiedzieć dzieciom na to pytanie? Mówiłam, 
że nauczą się tego w szkole średniej. Jak powiedzieć im, 
że to dorośli popełnili błąd, konstruując taką podstawę 
programową. Wracając do tegorocznego egzaminu, czy – 
powołując się na słowa dyrektora CKE – zadanie 18 ar
kusza można uznać za zadanie średnie? Z mojego punk
tu widzenia jest to zadanie trudne i takie same informa
cje odnajduję w opracowaniach, bo rozwiązało je tylko 
35% zdających. 

Kolejną obawę wyraża również Marcin Karpiński w ar
tykule przygotowanym przez Justynę Suchacką: „Jeśli 
okazałoby się, że ta »dobra« grupa powstaje, jak na przy
kład na języku angielskim, w dużej mierze dzięki zaję
ciom pozaszkolnym, to byłoby to naprawdę groźne dla 
edukacji”. Takie stwierdzenie nie jest dla mnie niczym 
nowym. Domyślam się, że te dodatkowe zajęcia to po pro
stu korepetycje, które są faktem i z przykrością muszę 
stwierdzić, że chyba nic nie da się z tym zrobić. Uczestni
czy w nich wielu uczniów, a wynika to z kilku przyczyn. 
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Pierwsza, najbardziej oczywista to konieczność nadro
bienia zaległości. Wielu rodziców nie jest w stanie pomóc 
swoim dzieciom czy to z braku umiejętności, czy braku 
czasu, a wówczas na horyzoncie pojawia się korepetytor. 
Kiedyś nawzajem douczali się również rówieśnicy, teraz 
jest to rzadkością. Dodatkowe zajęcia mają również in
ne, bardziej pozytywne oblicze. Są to zajęcia prowadzo
ne w szkołach średnich dla ósmoklasistów – taka wczesna 
rekrutacja oraz programy zajęć dodatkowych inicjowane 
przez bardziej świadome władze lokalne. 

Więc czy należy się martwić? Czy lepszy jest jeden „garb” 
przesuwający się bardzo mocno w stronę wyników słabych, 
czy dwa „garby”? Gdybym została postawiona przed wy
borem: jeden czy dwa, wybieram dwa. 

WBREW ROZSĄDKOWI
Skąd taki tytuł? W tym roku w mojej szkole do egzaminu 
przystąpiły trzy klasy ósme. Uczyłam jedną, która najle
piej wypadła właśnie z matematyki – nie z języka polskie
go, nie z języka nowożytnego, tylko właśnie z matematyki. 
Trzech moich uczniów uzyskało najwyższy wynik 100% 
(w tym jeden uczeń, u którego zdiagnozowano specyficzne 
zaburzenia w uczeniu się – dysleksję rozwojową), pięcioro – 
powyżej 70%, kolejna dwójka – powyżej średniej krajowej, 
a kolejna piątka zdobyła 52%, więc nieznacznie poniżej 
wyniku krajowego. To razem 15 osób na 25 osób uczęsz
czających do tej klasy. Postaram się przybliżyć, jak z nimi 
pracowałam. Żeby nie było zbyt różowo, nie zabraknie rów
nież kilku słów o uczniach, którzy zdobyli liczbę punktów 
znacznie poniżej ich indywidualnych możliwości. 

PLAN PRACY
Przed przystąpieniem do opracowania planu pracy za
poznaję się z dokumentami opublikowanymi na stronie 
CKE. Jest to m.in. terminarz egzaminów, zakres wyma
gań egzaminacyjnych oraz obowiązujące rodzaje dosto
sowań. Od lat pracuję w taki sposób, że najpierw realizu
ję na lekcji z uczniami materiał obowiązkowy, a dopiero 
potem na każdej lekcji przygotowujemy się do egzaminu. 

Punktem zwrotnym jest na pewno egzamin próbny, któ
ry rokrocznie odbywa się w mojej szkole na przełomie li

stopada i grudnia. Jest to dla mnie zawsze bardzo ciężki 
okres, bo przeważnie okazuje się, że nic nie umiemy i czeka 
nas naprawdę ciężka praca. Za jej powodzenie nie jestem 
odpowiedzialna tylko ja i uczniowie, ale włączam w to rów
nanie egzaminacyjne również rodziców. Zapraszam ich 
na spotkanie, podczas którego przedstawiam najważniej
sze informacje na temat egzaminu, prezentuję m.in. rodza
je zadań i zasady oceniania na konkretnych przykładach. 
Prezentuję również wyniki egzaminu i co „ciekawsze” roz
wiązania. Celem spotkania jest przede wszystkim zaszo
kowanie rodziców, którzy przeważnie myślą, że ich dzieci 
są dobrze przygotowane do egzaminu. Niejednokrotnie 
spotkania te są bardzo trudne dla mnie jako nauczyciela, 
bo część rodziców usiłuje obarczyć mnie winą za zaistnia
łą sytuację. W tym roku szkolnym z egzaminu próbnego 
moi uczniowie uzyskali 24% (wbrew rozsądkowi, na wła
ściwym egzaminie uzyskaliśmy 59%). Po spotkaniu do
cierały również do mnie gratulacje ze strony rodziców, 
którzy byli pod wrażeniem spotkania, przedstawionego 
planu pracy oraz rzeczowości argumentów. Otwarcie pro
szę również rodziców o pomoc i wsparcie, o pilnowanie 
uczniów, m.in. o odpytywanie ze wzorów. 

WZÓR NA EGZAMIN
Znajomość wzorów wydaje mi się kluczowa, dlatego już 
na początku roku umieszczam w chmurze prezentację 
zawierającą wszystkie potrzebne wzory. Kiedy przygoto
wujemy się do egzaminu, raz na tydzień robię z nich kart
kówkę – nie z całości, ale z trzech stron. Podaję uczniom 
trzy liczby, np. 3, 5 i 19, i oni wiedzą, że muszą się skupić 
właśnie na wzorach prezentowanych na tych stronach. 
Gdy robiłam pierwsze takie kartkówki, również w formie 
online, każdy rozwiązywał je na swojej komórce. Ucznio
wie otrzymywali prawie same oceny niedostateczne i do
puszczające. Pod koniec takich ocen już nie było, a zaczęły 
pojawiać się oceny dobre i bardzo dobre. 

Ze względu na to, że wymagania egzaminacyjne nie 
obejmują wszystkich umiejętności z podstawy pro
gramowej, przygotowanie do egzaminu jest prawdzi
wą ekwilibrystyką. Nauczyciel musi umiejętnie do
bierać zadania. Doświadczenie pokazało, że nie warto 
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rezygnować z powtarzania następujących umiejętności 
z podstawy programowej: 

• obliczanie pierwiastka z iloczynu i ilorazu dwóch 
liczb, wyłączanie liczby przed znak pierwiastka 
i włączanie liczby pod znak pierwiastka,

• mnożenie i dzielenie pierwiastków tego samego stopnia,
• korzystanie z własności prostych równoległych, 

w szczególności stosowanie własności równości 
kątów odpowiadających i naprzemianległych,

• znajomość i stosowanie twierdzenia o równości ką
tów wierzchołkowych (z wykorzystaniem zależno
ści między kątami przyległymi).

Jeżeli uczniowie biegle posługują się tymi umiejętno
ściami, wówczas znacznie łatwiej rozwiązuje się im za
dania wymagające np. zastosowania twierdzenia Pi
tagorasa. Pragnę podkreślić, że te umiejętności nie 
znalazły się w wymaganiach egzaminacyjnych, które 
obowiązują jeszcze w roku szkolnym 2023/2024. 

CODZIENNA PRACA
Gdybyśmy podczas każdej lekcji rozwiązywali tak zwy
czajnie zadania egzaminacyjne, zanudzilibyśmy się 
wzajemnie, a motywacja do dalszej nauki byłaby bar
dzo niska. Dlatego podstawowe umiejętności powta
rzamy w formie gier czy zabaw. Najczęściej jest to bingo 
matematyczne. O tym, jak je wykorzystać na lekcjach 
matematyki w klasach IV–VIII, pisałam już na łamach 
tego czasopisma. Wykorzystuję również zadania, któ
re przygotowałam dla moich młodszych uczniów, np. 
w formie ruchowej w postaci podchodów matematycz
nych. Uczniom klas młodszych ich rozwiązanie zajmu
je całą lekcję, ósmoklasistom – 15 minut. Napisaliśmy 
również dziewięć testów próbnych, które omówiłam, 
a wspólnie rozwiązywaliśmy każdorazowo zadania, 
które wypadły najsłabiej. Podczas pozostałych lekcji 
uczniowie pracują w grupach. 

INDYWIDUALIZACJA JEST KLUCZEM
Dzielę uczniów na trzy grupy, nazywając je tak, jak dawniej 
nazywane były grupy przedszkolne, tj. Maluchy, Średnia

ki i Starszaki. To ja decyduję o podziale. Biorę pod uwagę 
umiejętności uczniów, ale również ich poziom zaangażowa
nia i poczucie odpowiedzialności. Zdarza się, że w trakcie 
przygotowań uczniowie zmieniają grupy. Najczęściej jest 
tak, że najliczniejsza jest grupa Średniaków. Stanowi ona 
około 50% klasy. Starszaków jest prawie tyle samo co Ma
luchów. Do Maluchów może należeć uczeń słaby albo śred
ni, ale niepracujący regularnie. Średniakiem zostaje uczeń 
średni albo bardzo dobry, ale mający problemy z systema
tycznością. Starszaki do uczniowie bardzo dobrzy, ale rów
nież pilni i mocno zmotywowani, aby osiągnąć bardzo do
bry wynik z egzaminu. Dlaczego tak robię? Zainspirowała 
mnie w poprzednich latach jedna z moich uczennic. Dziew
czyna miała dość wyraźną mimikę. Rozwiązując jedno z ła
twiejszych zadań, które nie do końca najsłabsi rozumieli, 
zobaczyłam na jej twarzy zniechęcenie, a poza tym wyrzut, 
dlaczego ona musi na coś takiego tracić swój czas i umiejęt
ności. Wówczas pomyślałam o podziale na grupy i o tym, 
że część odpowiedzialności przerzucę na uczniów. 

Każdorazowo przygotowuję dla uczniów zestawy zadań 
o trzech poziomach trudności. Maluchy rozwiązują swoje 
zadania, Średniaki swoje i te z grupy Maluchów. Starszaki 
mają za zadanie rozwiązać zadania z trzech grup. Te łatwiej
sze traktują jak rozgrzewkę, prawdziwe wyzwanie zaczyna 
się przy zadaniach skierowanych bezpośrednio do nich. Po
nieważ nie mam w swojej klasopracowni zwyczajnych ła
wek, tylko sześciokątne stoły, wówczas organizacja pracy 
w zróżnicowanych grupach jest łatwiejsza. Jako nauczyciel 
mam wtedy okazję do obserwacji uczniów i ich stylu pracy. 
Naciskam na to, aby kontrolowali wzajemnie swoje wyniki. 
Wkraczam, gdy mnie poproszą, gdy nie potrafią dojść do te
go, który wynik jest dobry, a rozwiązanie prawidłowe. Często 
siadam z Maluchami, gdy widzę, że przestali pracować, albo 
ze Średniakami, żeby mieć pewność, że robią to, o co ich pro
szę. Do Starszaków dosiadać się nie muszę, chyba że chcę po
słuchać, jak dużo potrafiłam nauczyć moich uczniów. 

Zadania dla Starszaków to typowe zadania egzaminacyjne: 
zamknięte i otwarte, wymagające od uczniów zastosowania 
różnych umiejętności matematycznych. Zadania dla Malu
chów to zadania z dawnego egzaminu szóstoklasisty. Są to 
zadania łatwe, specjalnie dobrane tak, aby również ci ucznio
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wie regularnie pracowali. Przy ich stole niejednokrotnie do
chodzi do głośnych dyskusji, tylko ich tematyka jest znacznie 
łatwiejsza, np. sprowadzanie do wspólnego mianownika, po
prawność zastosowanego wzoru na pole czy prawidłowość 
przeliczenia jednostek objętości. Średniaki otrzymują zada
nia otwarte z egzaminu szóstoklasisty, łatwiejsze zadania 
otwarte z egzaminu ósmoklasisty i zadania zamknięte z eg
zaminu ósmoklasisty. Uczniowie przesiąkają tą przedszkolną 
nomenklaturą, bo już wchodząc do klasy pytają, czy dzisiaj 
pracujemy grupą Maluchów, Średniaków i Starszaków. Pra
gnę podkreślić, że tutaj stawiam bardzo mocno na uczenie 
rówieśnicze, bo dzieciaki nawzajem się dokształcają, tłuma
czą swoje rozwiązania bądź podają potrzebne wzory. 

W ubiegłym roku szkolnym Starszaki osiągnęły wyniki 
powyżej 72%. W tym roku Maluchy napisały średnio na 41%, 
średniaki – na 56%, a starszaki – na 88%. Jeszcze raz podkre
ślam, że klasa ósma, którą uczyłam, napisała w szkole najgo
rzej język polski, najgorzej język angielski, a najlepiej mate
matykę. 

SPRAWNOŚĆ RACHUNKOWA 
Jest umiejętnością, która ma bardzo duży wpływ na wy
nik egzaminu. Co z tego, że rozumowanie jest poprawne, 
jeśli sprawność rachunkowa jest bardzo wolna. Brakuje 
wówczas uczniom czasu na rozwiązanie wszystkich za
dań podczas egzaminu. Dlatego w każdej klasie, w któ
rej uczę, codziennie ćwiczymy tabliczkę mnożenia. Wy
korzystuję do tego początek lekcji i wchodzenie do klasy. 
W klasach młodszych pokazuję uczniom karty z iloczy
nami, np. 6 × 8. Uczeń wchodzi do klasy tylko wtedy, gdy 
poda prawidłową odpowiedź. Następnie pokazuję karty 
z wynikami i gdy uczeń widzi kartę 48, powinien podać 
prawidłowy iloczyn. W klasie ósmej pokazuję dwie karty 
i zadaniem uczniów jest obliczenie iloczynów i ich doda
nie. Co roku organizujemy mistrzostwa w tabliczce mno
żenia. Obecna klasa ósma wygrywała je co roku w swo
jej kategorii wiekowej. Nagrodą był wyjazd na lodowisko.

MOTYWACJA
Po udziale w szkoleniu prowadzonym przez koleżankę 
Ewę Ładną – doradczynię metodyczną z Giżycka zmie

niłam komunikaty, które kierowałam do uczniów. Stara
łam się nie przemawiać jak dotychczas, czyli „nie zrobiłeś 
zadania, bo nie znasz wzoru, szkoda, że ci się nie chce”. 
Mówiłam raczej: „zobacz, gdybyś znał wzór, na pewno 
byś to rozwiązał, jesteś w stanie się tego nauczyć”. Pod
czas wspólnego rozwiązywania zadań usłyszałam nawet 
taki zwrot ucznia do ucznia: „nauczyłbyś się tego wzoru, 
ile jeszcze razy mam ci go podawać”. Zauważałam każdy 
najmniejszy postęp. Dwa głębokie wdechy, ruch strzepy
wania ramion i zła energia odpływała. Nawet takie gesty 
się pojawiały. Gdy opadali z sił, przesyłałam swoją „moc”, 
mówiłam po prostu: „będzie dobrze, naprawdę w was wie
rzę”. Czy w to wierzyłam? Wstyd się przyznać – rzadko, 
ale z pokerową miną dalej tę mantrę powtarzałam. Na po
czątku uczniowie patrzyli na mnie podejrzliwie, a ci bar
dziej bezpośredni pytali nawet, czy dobrze się czuję, co się 
ze mną stało. Jednak zadziałało, wbrew wszystkiemu. 

Obiecałam, że napiszę również parę słów o uczniach, 
którzy osiągnęli najsłabsze wyniki. Słów będzie naprawdę 
kilka. Były to niestety osoby, którym się nie chciało. Mia
ły możliwości, ale matematyka nie leżała w ich wachlarzu 
zainteresowań. Mimo motywacji nie udało mi się do nich 
dotrzeć. Niestety, nie mogłam również liczyć na ich rodzi
ców. Ale były to trzy osoby. Pozostała dwudziestka dwójka 
bardzo pozytywnie mnie zaskoczyła. 

Mam nadzieję, że moje wskazówki przydadzą się na
uczycielom, którzy w tym roku i kolejnych latach będą 
pracować z uczniami najstarszej klasy szkoły podstawo
wej. Ja cieszę się, że w tym roku dane mi będzie odpo
cząć. Przygotowania do egzaminu przeprowadzane rze
telnie i z zaangażowaniem kosztują bardzo dużo wysiłku. 
Muszę w kolejnych latach pamiętać, że pomimo wszyst
ko warto to robić, a wysokie wyniki są w zasięgu moich 
uczniów wspieranych przeze mnie i rodziców.

Joanna Świercz
Nauczycielka matematyki w szkole podstawowej, konsultantka 

ds. nauczycieli matematyki Miejskiego Ośrodka Doskonalenia 

Nauczycieli w Opolu, członkini Zarządu Stowarzyszenia 

Nauczycieli Matematyki, członkini grupy Superbelfrzy RP. Autorka 

jedenastu publikacji książkowych dotyczących m.in. stosowania 

metod aktywizujących na lekcjach matematyki. Prowadzi 

bloga www.matmainaczej.pl i fanpage o tej samej nazwie.
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Temat sztucznej inteligencji kilka miesięcy temu wszedł do mainstreamu i od tej 
pory nazwa ta została odmieniona przez wszystkie przypadki. Coraz więcej osób 
w różnych branżach, w różnym wieku i z różnych krajów zastanawia się nad tym, jak 
ta technologia wpłynie na nasze społeczeństwo. Jej oddziaływanie na pewno będzie 
szerokie, a zasięg obejmie każdą dziedzinę życia. Dlatego tak ważne jest, aby już 
teraz się zastanowić, jak sztuczną inteligencję można wykorzystywać w edukacji – już 
wiadomo zresztą, że jej potencjał jest ogromny. Właściwe wykorzystanie sztucznej 
inteligencji daje wiele możliwości. Oczywiście skomplikowana materia sprawia, że z jej 
zastosowaniem mogą łączyć się również problemy. Jednak każda wcześniej stworzona 
przez człowieka technologia ma dwie strony medalu i to od nas zależy, którą 
wybierzemy. Poniższy artykuł ma na celu pomóc w dokonywaniu odpowiedzialnych 
wyborów we wdrażaniu sztucznej inteligencji w edukacji. Zastanowimy się, jakie 
możliwości daje nauczycielom i uczniom, ale także przyjrzymy się, co implementacja 
takich rozwiązań może zdziałać w całym systemie.

SZTUCZNA 
INTELIGENCJA 
W EDUKACJI

AUTOR: JOWITA MICHALSKAAUTOR: JOWITA MICHALSKA
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Misją życiową Jowity Michalskiej jest uzbro
jenie Polaków w niezbędne kompetencje 
cyfrowe. Dlatego powołała do życia orga
nizację, która współpracując z czołowymi 

amerykańskimi uczelniami, takimi jak MIT, Harvard Bu
siness School czy Stanford, zajmuje się edukacją w obsza
rze nowych technologii. Digital University oferuje m.in. 
certyfikowane programy edukacyjne, takie jak Digital 
Transformation Leader oraz konferencje, takie jak Ma
sters&Robots, na które przyjeżdżają do Polski najwybit
niejsi światowi eksperci. Powołana przez Jowitę Fundacja 
Digital University zajmuje się edukacją osób wykluczo
nych oraz w trudnej sytuacji życiowej w obszarach: no
wych technologii, bezpieczeństwa w internecie, zawodów 
przyszłości i ekologii. 

Jowita jest polską ambasadorką Singularity Group, naj
ważniejszego edukacyjnego thinktanku z Doliny Krze
mowej. Ma ponad 20letnie doświadczenie biznesowe, któ
re zdobywała pracując na kluczowych stanowiskach m.in. 
w Polkomtelu, PGE czy Deloitte. 

Z tytułu swojej działalności edukacyjnej Jowita otrzyma
ła wiele nagród i odznaczeń, w tym Digital Shapers, przy
znawane za znaczący wkład w rozwój gospodarki cyfro
wej w Polsce. W ostatnim roku „Forbes Women” uznał ją 
za jedną ze 100 najwybitniejszych kobiet w biznesie, a Ko
misja Europejska mianowała Ambasadorką Cyfrowej UE. 
Podczas moich wystąpień często pokazuję zdjęcie jedne
go z najszybszych pociągów świata, który jest świetną me
taforą dzisiejszej sytuacji. Każdy z nas może podjąć jedną 
z dwóch decyzji: wsiąść do pociągu lub zostać na peronie. 
Na stacji świat może się wydawać bezpieczny, ale wszyst
kie możliwości rozwoju i lepszej pracy są w pociągu. Musi
my sobie uświadomić, że nie ma żadnej innej możliwości, 
technologia będzie się rozwijać, a my powinniśmy na
uczyć się z niej korzystać. Jeden z moich ulubionych mów
ców, profesor Scott Galloway, stwierdza jeszcze dobitniej: 
„Technologia rządzi światem, a my tylko w nim żyjemy”. 
Ważne jest, abyśmy wszyscy, nie tylko nauczyciele, pozna
li możliwości sztucznej inteligencji, żebyśmy wiedzieli, 
jak wspierać się tą technologią w pracy, jak o niej rozma
wiać z dziećmi, z uczniami, i jak uczyć korzystania z niej.

CZYM JEST SZTUCZNA INTELIGENCJA? 
Sztuczna inteligencja to technologie zdolne do wyko
nywania zadań, które wcześniej wymagały ludzkiej 
inteligencji. Jest oparta na różnych technikach i algo
rytmach, które pozwalają maszynom analizować da
ne, uczyć się na ich podstawie, rozwiązywać problemy, 
podejmować decyzje czy nawet prowadzić interakcje 
z ludźmi. Sztuczna inteligencja, chociaż nie ma świa
domości ani samoświadomości, jest zdolna do wyko
nywania skomplikowanych obliczeń i podejmowania 
działania na podstawie logicznych reguł i wzorców.

W ostatnich latach sztuczna inteligencja zdobyła du
żą popularność i znalazła zastosowanie w wielu dzie
dzinach, takich jak medycyna, finanse, przemysł, roz
rywka i wiele innych. Wykorzystuje się ją do analizy 
ogromnych zbiorów danych, przetwarzania języka na
turalnego, rozpoznawania obrazów, rekomendowania 
produktów, sterowania autonomicznymi pojazdami 
czy nawet tworzenia sztuki i muzyki. Mimo że sztucz
na inteligencja ma ogromny potencjał, nadal stanowi 
wyzwanie dla naukowców i inżynierów, aby rozwijać 
ją etycznie i odpowiedzialnie, unikając negatywnych 
skutków, i zapewnić korzyści społeczeństwu.

Najwięcej emocji budzi tzw. generatywna sztucz
na inteligencja (generative artificial intelligence), któ
ra ma zdolność tworzenia nowych danych, obrazów, 
dźwięków lub innych treści przypominających te wy
stępujące w rzeczywistości. W odróżnieniu od trady
cyjnych systemów sztucznej inteligencji, które skupiają 
się na rozwiązywaniu określonych problemów lub po
dejmowaniu decyzji na podstawie istniejących danych, 
generatywne modele uczą się na podstawie istniejących 
danych, aby potem tworzyć nowe. Przykładem gene
ratywnej sztucznej inteligencji jest ChatGPT, którego 
podstawowa wersja jest dostępna dla każdego.

SZTUCZNA INTELIGENCJA 
DLA NAUCZYCIELA

Jakie korzyści może przynieść nauczycielom wprowa
dzenie sztucznej inteligencji do edukacji? Po pierwsze, 
oszczędność czasu i energii, bo sztuczna inteligencja 
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wyręczy nauczyciela w uciążliwych, powtarzalnych 
czynnościach, takich jak planowanie czy pisanie spra
wozdań, raportów i podsumowań. Żmudna papierko
wa praca skróci się z pięciu godzin tygodniowo do kilku 
minut, a nauczyciel zyska przestrzeń na przygotowanie 
ciekawszej lekcji. Dzięki generatywnej sztucznej inteli
gencji nauczyciel szybciej i łatwiej znajdzie dodatkowe 
informacje, ciekawostki, pomysły na urozmaicenie za
jęć, takie jak elementy grywalizacji. Wszystko to popra
wi jakość lekcji i bardziej zaangażuje uczniów. 

ChatGPT, a dokładniej udostępnienie nieodpłat
nie wersji GPT3 pod koniec ubiegłego roku, zapo
czątkowało ogromny szum medialny wokół sztucznej 
inteligencji. W zaledwie dwa miesiące po premierze 
ChatGPT doczekał się ponad 100 milionów unikalnych 
użytkowników miesięcznie. Swoją przygodę z oswaja
niem się z tymi rozwiązaniami warto zacząć właśnie 
od niego. 

ChatGPT (generative pretrained transformer) to 
wielkoskalowy model językowy opracowany przez 
organizację badawczą OpenAI. Jest on oparty na ar
chitekturze transformatora, który jest rodzajem sie
ci neuronowej zaprojektowanej do obsługi danych 
sekwencyjnych, takich jak tekst. Model jest szkolo
ny na ogromnej ilości danych, co pozwala mu gene
rować tekst podobny do ludzkiego i wykonywać sze
roki zakres zadań przetwarzania języka naturalnego. 
ChatGPT to bardzo elastyczne narzędzie. Mało tego, 
wydaje się, że działa bardzo kreatywnie. Należy pod
kreślić, że odpowiadając na pytanie użytkownika lub 
pisząc tekst na zadany temat, ChatGPT nie przeszu
kuje zasobów internetu. Korzysta z tego, czym został 
wcześniej „nakarmiony”. Przeszukuje swoją wewnętrz
ną bazę, wykorzystując zasadę prawdopodobieństwa. 
Następnie wybiera rekordy najlepiej pasujące do zada
nego pytania. Warto zaznaczyć, że obecnie jego „wie
dza” kończy się na wrześniu 2021 r., ale organizacja 
OpenAI już zapowiedziała, że w nowej płatnej wersji 
pojawi się możliwość przeglądania stron internetowych 
i tym samym dostęp do aktualnych informacji.

Wydawać by się mogło, że na razie ChatGPT to bar
dziej ciekawostka niż model do praktycznego zastoso
wania, ale w rzeczywistości już teraz potrafi być bar
dzo przydatny. Można go używać np. do generowania 
treści artykułów i opowieści albo do podsumowywa
nia różnych danych. Można mu zlecić np. napisanie 
tekstu w określonym stylu, a nawet wiersza lub tekstu 
piosenki. Potrafi wykonać również tłumaczenie z jed
nego języka na drugi. Do tego ta technologia potrafi 
również napisać kod w języku programowania, jaki jej 
zaproponujemy.

Zastosowanie ChatGPT jest bardzo szerokie i jego 
znajomość już może pozytywnie wpływać na procesy 
edukacyjne. Jednak możliwości i programów na jego 
bazie jest znacznie więcej. Oto kilka najciekawszych 
aplikacji i narzędzi do wykorzystania w edukacji:
•  Thinkster Math: program korepetycji z mate

matyki, wykorzystujący interakcję międzyludz
ką i sztuczną inteligencję do tworzenia spersona
lizowanych programów nauczania.

•  Jill Watson: wirtualny asystent nauczania wyko
rzystujący sztuczną inteligencję, wprowadzony 
przez Georgia Institute of Technology w 2016 r.

•  Nuance: oprogramowanie do rozpoznawania 
mowy, zdolne do transkrypcji do 160 słów na mi
nutę. Szczególnie pomocne dla osób, które mają 
trudności z pisaniem.

•  KidSense: rozwiązania edukacyjne przeznaczo
ne dla dzieci, w tym narzędzie zamiany głosu na 
tekst (speech to text).

•  Palitt: zbudowany, aby pomóc w łatwym tworze
niu własnych niestandardowych wykładów, ma
teriałów do zajęć lub podręcznika.

•  Cram101: technologia, która może przekształcić 
dowolny podręcznik w inteligentny przewodnik 
do nauki wraz z podsumowaniami rozdziałów 
czy nieograniczonymi testami.

•  JustTheFacts101: zastępuje tradycyjny zakreślacz, 
natychmiast podświetlając i generując podsumo
wania książek i rozdziałów.
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Jednym z zagrożeń wynikających z korzystania 
z ChatGPT jest to, że opiera się na danych, na których 
został przeszkolony, i może generować tekst, który jest 
stronniczy lub odzwierciedla uprzedzenia. Dodatkowo 
ChatGPT może zostać wykorzystany do generowania fał
szywych lub wprowadzających w błąd informacji, co mo
że stanowić potencjalne zagrożenie dla społeczeństwa. Ta 
technologia ma ciągle duży problem z pytaniami weryfi
kującymi fakty (factchecking) i nie radzi sobie z opisy
waniem biografii osób. Ponadto jego mocną stroną nie są 
również równania algebraiczne. ChatGPT jest potężnym 
narzędziem językowym, które może generować tekst po
dobny do ludzkiego i wykonywać szeroki zakres zadań 
przetwarzania języka naturalnego. Użytkownicy powinni 
być świadomi ryzyka i ograniczeń ChatGPT oraz spraw
dzać dokładność generowanych przez niego informacji. 
To technologia, która jest na początku swojego rozwoju 
i jeszcze długo nie zastąpi człowieka w tworzeniu skom
plikowanych lub artystycznych tekstów. Nie oznacza to 
jednak, że w przyszłości tak się nie stanie.

ChatGPT może być cennym narzędziem dla nauczy
cieli i wychowawców w szkołach, pomagając im zapew
niać wciągające i skuteczne doświadczenia edukacyjne 
dla uczniów. Jako model językowy może być wykorzy
stywany do generowania treści edukacyjnych, takich jak 
scenariusze lekcji, quizy, zadania i materiały do nauki. 
Chatbot zapewnia spersonalizowane rozwiązania edu
kacyjne dostosowane do potrzeb każdego ucznia. Do
starcza tłumaczenia, definicje i wyjaśnienia słownictwa 
i zasad gramatycznych w różnych językach. Oprócz tego 
warto zastanowić się nad wykorzystaniem go do zbierania 
i analizowania informacji zwrotnych od uczniów na te
mat kursów i zadań, zapewniając wgląd w to, co działa 
dobrze i gdzie można wprowadzić ulepszenia. Może to 
pomóc nauczycielom w udoskonaleniu metod i popra
wieniu wyników.

SZTUCZNA INTELIGENCJA DLA UCZNIA
Zapoznanie dzieci i młodzieży ze sztuczną inteligencją 
jest nie tylko ważne, ale także potrzebne do ich rozwoju 
i radzenia sobie z wyzwaniami przyszłości. Często zapo

minamy, że pokolenia Z i Alfa wyrastają otoczone tech
nologią, przez co z łatwością po nią sięgają. To dla nich 
tak oczywiste, jak dla starszych pokoleń dostęp do bieżą
cej wody w mieszkaniu. Jeśli więc podejmiemy próbę na
uczenia ich właściwego korzystania, znacznie zwiększy
my potencjalne korzyści, a także ograniczymy ryzyka.

Zamiast zakazywać korzystania z nowoczesnych 
rozwiązań, warto porozmawiać z uczniami, jak po
sługiwać się nią w sposób, który przyniesie im jak naj
większe korzyści. Naszą misją powinno być przygo
towywanie dzieci do świata, w którym będą żyły, a to 
świat assistive computing – technologii asystującej 
w wielu obszarach życia. To, że ChatGPT może napisać 
za ucznia wypracowanie, nie powinno być powodem 
do zakazu używania tej technologii do prac domowych. 
Przecież dotychczas też nie mieliśmy pewności, że każ
da praca domowa jest samodzielna. A sprawienie, aby 
chatbot stworzył wypracowanie na szóstkę, również 
wymaga umiejętności. W tym wypadku niezwykle 
cenionej kompetencji, jaką jest zadawanie pytań. Za
chęćmy młodzież do tego, aby wspierała się chatbotem 
w zbieraniu materiałów, planowaniu nauki. Bądźmy 
świadomi zagrożeń i rozmawiajmy z dziećmi o nich. 
Już teraz zdarza się, że dzieci zadają sztucznej inteli
gencji pytania typu: „Jestem smutna, pokłóciłam się 
z rodzicami, co mam zrobić?”. I właśnie dlatego po
winniśmy uczyć je, jak korzystać z tego narzędzia mą
drze, skutecznie, a także bezpiecznie. Taką rozmowę 
można przeprowadzić np. na godzinie wychowawczej. 
ChatGPT może wspomagać procesy edukacyjne przez 
udzielanie odpowiedzi na pytania uczniów, wyjaśnia
nie trudnych pojęć, udzielanie wskazówek czy prezen
towanie przykładów, ale nie powinien im zastępować 
rozmowy z przyjacielem, rodzicem czy ze specjalistą.

SZTUCZNA INTELIGENCJA 
DLA SYSTEMU

W tym aspekcie wszystko zaczyna się od personalizacji. 
Każdy system to pewnego rodzaju uproszczenie, które 
pozwala, dzięki zachowaniu pewnego uśrednionego 
poziomu i ogólności, systematycznie podnosić wyni
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ki całych grup. Jeśli jednak chodzi o naukę, najlepsze 
rezultaty przynoszą formuły, które pozwalają dopaso
wać program do wiedzy i umiejętności ucznia. Jeden 
nauczyciel nie jest w stanie ciągle dostosowywać na
uczania do potrzeb indywidualnych w klasach liczą
cych powyżej dwudziestu uczniów. Tutaj mogą przyjść 
z pomocą zaawansowane modele sztucznej inteligen
cji, które będą analizować dane dotyczące postępów 
i preferencji uczniów, gromadzone m.in. podczas roz
wiązywania testów, zadań czy korzystania z platform 
edukacyjnych. Na podstawie zebranych informacji 
sztuczna inteligencja stworzy dla każdego ucznia oso
bisty profil nauki, zawierający informacje o jego moc
nych i słabych stronach, preferowanym stylu uczenia 
się oraz poziomie zaawansowania w danym obszarze 
czy przedmiocie.

Następnie AI przygotuje spersonalizowane plany lek
cji, materiały edukacyjne (np. prezentacje, filmy) oraz 
interaktywne zadania, które odpowiadają indywidual
nemu poziomowi wiedzy, umiejętnościom, stylom 
i tempu uczenia się. Na przykład dla uczniów preferu
jących słuchanie sztuczna inteligencja dostarczy wersje 
audio wykładów, a dla preferujących obrazy – grafiki 
i ilustracje. Obecnie proces nauczania często koncen
truje się albo na najlepszych uczniach w klasie, albo 
na najsłabszych, w zależności od wybranej metody. 
To prowadzi do sytuacji, w której część uczniów może 
się nudzić lub stresować podczas lekcji, a później mu
si nadrabiać zaległości po powrocie ze szkoły. Ponad
to dzięki wykorzystaniu sztucznej inteligencji każde 
dziecko będzie miało możliwość skorzystania z indy
widualnych korepetycji.

Na podstawie analizy postępów uczniów i identyfi
kacji ich słabszych obszarów generatywna sztuczna in
teligencja będzie mogła dostarczyć spersonalizowane 
instrukcje i dodatkowe materiały, które pomogą zro
zumieć te zagadnienia, które sprawiają im trudność. 
Będzie także w stanie generować treści, takie jak ćwi
czenia, zadania i quizy, które są dopasowane do kon
kretnych tematów kursów, opierając się na analizie da
nych i wyników.

Modele sztucznej inteligencji mogą zautomatyzować 
zadania administracyjne, takie jak ocenianie, planowa
nie i prowadzenie dokumentacji, pozwalając nauczycie
lom skupić się na interakcji z uczniami. W przyszłości 
zmieni się prawdopodobnie rola nauczyciela – z oso
by, która prezentuje wiedzę, w mentora pomagającego 
uczniom i skupiającego się na ich potrzebach, które wy
kraczają poza techniczne narzędzia wspomagające pro
ces edukacyjny.

Poza tym rozwiązania sztucznej inteligencji mogą być 
wykorzystywane do wzbogacania doświadczeń eduka
cyjnych przez tworzenie interaktywnych i wciągających 
środowisk uczenia się za pomocą technologii rzeczywi
stości rozszerzonej i wirtualnej. Może to pomóc uczniom 
w wizualizacji złożonych koncepcji i głębszym zaanga
żowaniu się w naukę. 

Dużo wyzwań w systemie wynika z potrzeb eduka
cji specjalnej. Dzięki sztucznej inteligencji można za
proponować rozwiązania, które wspomogą uczniów 
o większych potrzebach, takich jak narzędzia do roz
poznawania mowy, adaptacyjne programy do czytania 
i wirtualni asystenci. Może to pomóc w zapewnieniu 
wszystkim uczniom równych szans na naukę i sukces.

Być może systemowo szkoła nie jest jeszcze jest go
towa na tak ogromną zmianę, ale wiemy już, że nie ma 
innej możliwości. Ta rewolucja już zaczęła się oddolnie 
i system edukacji będzie musiał się do niej dostosować. 
Teraz jest moment przejściowy, kiedy szczególnie warto 
wywierać nacisk na zmiany. Świadomi dyrektorzy, na
uczyciele i rodzice mogą mieć duży wpływ na edukację. 
To, że kilkuosobowy zespół naszej fundacji jest w stanie 
wpływać na edukację cyfrową od 30 tysięcy do 40 tysięcy 
dzieci w Polsce rocznie i że ta liczba stale rośnie, napawa 
mnie dumą i optymizmem. Każdy nauczyciel może sko
rzystać z wiedzy ekspertów w programie Be.Net i dzielić 
się tą wiedzą dalej: w swoich szkołach i klasach. Nauczy
cieli, którzy chcą poszerzać swoją wiedzę z nami, jest 
już na naszej platformie ponad tysiąc, a marzy się mi 
się, żeby było ich 10 tysięcy.

Jowita Michalska
CEO Digital University, Ambasadorka SingularityU Warsaw Chapter.
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Stosując metody statystyczne, postępuje się według schematu: zbieranie danych,  
ich analiza i interpretacja. Do tego schematu potrzebny jest zestaw narzędzi,  
które umożliwiają „obróbkę” często bardzo dużych zbiorów danych. Tworzeniem  
i rozwijaniem takich narzędzi zajmuje się właśnie statystyka. Obecnie trudno sobie wyobrazić 
zajmowanie się statystyką i nauczanie statystyki bez technologicznego wsparcia. 

STATYSTYKA 
W SZKOLE 
PODSTAWOWEJ

AUTOR: PIOTR ZARZYCKI

Statystyka zajmuje się pozyskiwaniem i ana
lizą danych opisujących różne zjawiska.  
W języku łacińskim status oznacza państwo, 
stan. Początki statystyki to spisy powszech

ne – zbieranie informacji na temat ludności. Spisy po
wszechne były przeprowadzane na terenie starożyt
nych państw: Egiptu, Persji, Chin i Rzymu. Do połowy 
XIX wieku termin statystyka oznaczał podany w tabe
larycznej formie zbiór danych na temat stanu państwa.

Pierwszy spis powszechny na ziemiach polskich miał 
miejsce w Księstwie Warszawskim w 1808 r. Ostatni 
narodowy spis powszechny w Polsce został przeprowa
dzony w dniach od 1 kwietnia do 30 września 2021 r., 
a przedostatni w 2011 r. 

Niestety, niekiedy pojawia się „ciemniejsza strona 
statystyki” – oto dwa przykłady.

Badanie opinii publicznej za pomocą sond typu 
„Podoba mi się/Nie podoba mi się”, co stało się 

kluczowym i często jedynym kryterium ocenia
nia. Takie sondy przeprowadzają także redakcje 
niektórych czasopism, pytając na przykład o pre
ferowaną długość artykułów!

Wyniki różnego typu konkursów (telewizyjnych, 
radiowych, ogłaszanych w gazetach) ustala się na 
podstawie liczby głosów telewidzów (słuchaczy), 
czytelników czasopism, a sprawy merytoryczne 
w tych konkursach zeszły na plan dalszy, liczy się 
wyłącznie vox populi. 

Statystyka jest stosunkowo młodą dziedziną matematy
ki, a w curriculum szkolnym pojawiła się niedawno. Ten 
brak tradycji ma pewien wpływ na nauczanie statystyki, 
nie ma w nim bowiem zbyt wielu zagadnień prioryteto
wych, tzn. takich, co do których większość jest zgodna, 
że powinny się znaleźć w programie matematyki.
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STATYSTYKA W PODSTAWIE 
PROGRAMOWEJ MATEMATYKI (PPM) 
DLA SZKÓŁ PODSTAWOWYCH

Według PPM uczeń:
• gromadzi i porządkuje dane;
• odczytuje i interpretuje dane przedstawione w tek

stach, tabelach, na diagramach i na wykresach, na 
przykład: wartości z wykresu, wartość największą, 
najmniejszą, opisuje przedstawione w tekstach, ta
belach, na diagramach i na wykresach zjawiska 
przez określenie przebiegu zmiany wartości da
nych, na przykład z użyciem określenia „wartości 
rosną”, „wartości maleją”, „wartości są takie same” 
(„przyjmowana wartość jest stała”);

• interpretuje dane przedstawione za pomocą tabel, 
diagramów słupkowych i kołowych, wykresów,  
w tym także wykresów w układzie współrzędnych;

• tworzy diagramy słupkowe i kołowe oraz wykresy 
liniowe na podstawie zebranych przez siebie da
nych lub danych pochodzących z różnych źródeł;

• oblicza średnią arytmetyczną kilku liczb.

STATYSTYKA NA EGZAMINACH 
ÓSMOKLASISTY W POLSCE

Przejrzałem arkusze egzaminacyjne z pięciu ostatnich 
egzaminów ósmoklasisty (lata 2019–2023). Znalazło się 
w nich łącznie 5 zadań ze statystki (w kolejnych latach 
liczba zadań wyniosła: 2, 1, 1, 1 i w tym roku – 0 zadań). 
Spójrzmy na dwa przykłady takich zadań.

Przykład 1 (2019)
W pewnej firmie zatrudnionych jest więcej niż 10 pracowników. 
Połowa z nich zarabia po 3000 zł, a druga połowa – po 4000 zł. 
Oceń prawdziwość podanych zdań. Wybierz P, jeśli zdanie jest 
prawdziwe, albo F  – jeśli jest fałszywe.

Zadanie dotyczy średniej arytmetycznej, jedynego pa
rametru statystycznego, który pojawia się w szkole pod
stawowej. Warto z uczniami rozwiązać kilka podob
nych zadań, np. takie:

Pewna firma zatrudnia p pracowników, połowa 
z nich zarabia m złotych, a druga połowa n złotych. 
Jaka jest średnia arytmetyczna zarobków w tej firmie?

Przykład 2 (2021)
Na diagramie słupkowym przedstawiono liczby medali zdoby
tych na czterech letnich igrzyskach olimpijskich przez reprezen
tację Polski.

Oceń prawdziwość podanych zdań dotyczących medali zdobytych 
przez reprezentację Polski podczas letnich igrzysk olimpijskich  
w latach 20042016. Wybierz P, jeśli zdanie jest prawdziwe, albo 
F – jeśli jest fałszywe.

To zadanie można modyfikować, uczniowie mogą na 
przykład poszukać informacji na temat liczby medali Po
laków na igrzyskach olimpijskich zdobytych na wszyst
kich igrzyskach olimpijskich po II wojnie światowej.

Warto przy okazji diagramów słupkowych czy ko
łowych poruszyć problem sposobu ich tworzenia.  
Jeśli mamy dane procentowe łącznie sumujące się do 
100%, to koniecznie zapytajmy uczniów o tworze
nie diagramu kołowego (jak oblicza się miary kątów 
środkowych w diagramie), zapytajmy też o wysokości 
słupków przy przygotowywaniu diagramu słupkowego.

STATYSTYKA NA EGZAMINACH GCSE 
(GENERAL CERTIFICATE  
OF SECONDARY EDUCATION)

GCSE – to egzamin, który uczniowie w Anglii (tak
że Walii i Irlandii Północnej) zdają w wieku 15–16 lat; 
odpowiada on naszemu egzaminowi ósmoklasisty (na
si uczniowie zdają ten egzamin w wieku 15 lat). Warto 
zaznaczyć, że w odróżnieniu do arkuszy egzaminacyj
nych w Polsce, w Anglii jest kilka wariantów arkuszy.  
Na przykład w arkuszach przygotowywanych przez gru
pę AQA we współpracy z uniwersytetem w Oxfordzie  

Średnia arytmetyczna zarobków w tej firmie jest równa 
3500 zł P F

Gdy z pracy w tej firmie zrezygnują dwie osoby, z których jedna 
zarabia 3000 zł, a druga 4000 zł, to średnia arytmetyczna za
robków się nie zmieni

P F

Liczba zdobytych złotych medali stanowi więcej niż 
jedną trzecią liczby wszystkich zdobytych medali P F

Podczas letnich igrzysk olimpijskich średnio zdobywano 3 zło
te medale P F
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są dwa warianty zwykłe (podstawowy i rozszerzony, bez 
kalkulatora), dwa warianty z kalkulatorem i arkusze po
święcone wyłącznie statystyce i rachunkowi prawdopo
dobieństwa. W tych arkuszach bardzo zauważalny jest 
dużo większy zakres statystyki uczonej w Anglii.

Przykład 1 (2021, AQA, Mathematics, 
Higher Tear, Paper 2 Calculator)
102 boys and 85 girls took a test.
The table shows information about the mean marks.

The pass mark for the test was 70
Was the mean mark for all of these students greater than the pass 
mark?
You must show your working.

Przykład 2 (2019, AQA, Statistics, 
Higher Tear, Paper 2)
Seb and Laura are studying for a gardening qualification.
Their overall mark is found as the weighted average of their marks in.

Cousework   weight = 20%
a written examination  weight = 35%
a practical examination  weight = 45%

Seb’s marks are shown in the table.

Calculate Seb’s overall mark for the course.

TECHNOLOGIE W NAUCZANIU 
STATYSTYKI W SZKOLE PODSTAWOWEJ 

Przykład 1
Spójrzmy na najwyższe temperatury w pierwszej 
połowie czerwca pewnego roku w pewnej miejsco
wości.

Z tych kalkulatorowych tabelek można odczytać,  
że na przykład 2 czerwca temperatura wynosiła 16oC,  
a 15 czerwca 23oC. Odczytywanie danych z podanych 
w różnej formie tabelek to ważne ćwiczenie na pierw
szych lekcjach ze statystyki. Można skorzystać z mo
dułu statystycznego, który ma kalkulator TI83 Plus  
(ten moduł znajduje się w STAT CALC). Ja skorzysta
łem z darmowego emulatora tego kalkulatora (emu
lator to program komputerowy, który uruchomiony  
w danym systemie komputerowym duplikuje funkcje 
innego systemu komputerowego). Po uruchomieniu 
tego modułu otrzymujemy cały zestaw danych staty
stycznych (ponieważ okienka kalkulatora są małe, więc 
na ekranikach niektóre pozycje się powtarzają).

Na środkowym i pierwszym z prawej ekranach poja
wiło się sporo statystycznych parametrów. Poza śred
nią arytmetyczną uczniowie szkoły podstawowej nie 
poznają innych. A właściwie dlaczego nie? Ucznio
wie mogą odgadnąć, co oznaczają niektóre parametry. 
Ważne, aby już w szkole podstawowej zdawali oni sobie 
sprawę z tego, że statystyka to nie tylko diagramy, wy
kresy, średnia arytmetyczna, ale także inne wielkości 
charakteryzujące dane statystyczne (część z tych wiel
kości uczniowie poznają w szkole ponadpodstawowej). 
Spójrzmy na wykres (w dwóch formach), który przed
stawia temperaturę w kolejnych piętnastu dniach.

Warto zapytać, dlaczego wykres punktowy „przerabia
my” na wykres, który jest łamaną. W tym przypadku 
jest to w pełni uprawnione (do wątku tego jeszcze wró
cimy, analizując pewien błąd).

Boys Girls

Number of students 102 85

Mean mark 68,5 72,4

Coursework Written  
examination

Practical  
examination

85% 54% 70%

L1 L2 L3             3

1
2
3
4
5
6
7

15
16
17
17
18
18
19

–––––––

L3(1) = 

L1 L2 L3             1

8
9
10
11
12
13
14

21
21
24
20
19
19
20                 

L1(14) = 14

L1 L2 L3             1

10
11
12
13
14
15
__

24
20
19
19
20
23
__

L1(16) = 
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Przykład 2 
Ile godzin spędzasz przy komputerze? Taką ankietę 
przeprowadzono wśród 100 uczniów klas IV–VIII 
pewnej szkoły. Jej wyniki zebrano w poniższej ta
belce EXCELA.

Na bazie tej tabelki uczniowie mogą utworzyć różnego 
typu reprezentacje graficzne, np. diagramy słupkowe 
lub kołowe. W programie EXCEL jest to łatwe, chociaż 
nauczyciel powinien stale czuwać, aby uczniowie wie
dzieli, jak oblicza się wysokości słupków w diagramie 
słupkowym oraz wielkości kątów w diagramie koło
wym. O tym koniecznie trzeba pamiętać, bo tworze
nie diagramów, na przykład w EXCELU, jest banalnie 
proste, natomiast opisanie matematycznych podstaw 
tych diagramów powinno być zadaniem dla ucznia.

BŁĘDY UCZNIÓW ZWIĄZANE 
ZE STATYSTYKĄ

Typowe błędy to pomyłki w obliczeniach, dlatego wska
zane jest używanie technologii. Błąd, który przedsta
wimy poniżej, jest dość delikatnej natury. 

W poniższej tabelce zamieszczono dane z ankiety 
dotyczącej rozmiaru buta, przeprowadzonej wśród  
4 i 5klasistów. 

Rozmiar buta IV klasa V klasa

2 1 0
3 4 1
4 5 3
5 7 6
6 8 10
7 4 5
8 0 2
9 0 1

Na podstawie tej tabeli, korzystając z EXCELA, ucznio
wie narysowali dwa wykresy:

Wyjaśnienie, na czym polega ten błąd, pozostawiamy 
Czytelnikowi.

UWAGI KOŃCOWE
Opis wielu zjawisk świata realnego ma coraz bardziej 
statystyczny charakter, dlatego powinniśmy już w szko
le podstawowej rozszerzyć liczbę narzędzi statystycz
nych, które poznają uczniowie i które pozwalają lepiej 
opisać te zjawiska. Oprócz średniej arytmetycznej, po
winno być miejsce dla m.in. mediany, kwartyli, śred
niej ważonej. 

Piotr Zarzycki
Instytut Matematyki, Uniwersytet Gdański.

Ile godzin dziennie spędzasz przy komputerze?

Czas Liczba uczniów

0 Od 0 do mniej niż 1 5
1 Od 1 do mniej niż 2 12
2 Od 2 do mniej niż 3 25
3 Od 3 do mniej niż 4 40
4 Od 4 do mniej niż 5 11
5 Od 5 do mniej niż 6 7
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Statystyka – błędy

Typowe błędy związane ze statystyką to przede wszystkim błędy rachunkowe, 
niewłaściwe wysokości słupków w diagramach słupkowych i niewłaściwe miary 
kątów w diagramach kołowych. 

Przykład [Errors]

W poniższych tabelkach zamieszczono dane z ankiety dotyczącej rozmiaru buta 
przeprowadzonej wśród 4- i 5-klasistów.

Rozmiar buta IV klasa V klasa
6 8 10
7 4 5
8 0 2
9 0 1

Rozmiar buta IV klasa V klasa
2 1 0
3 4 1
4 5 3
5 7 6

Na podstawie tych tabelek uczniowie narysowali dwa wykresy:

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

1 2 3 4 5 6 7 8

klasa Vklasa IV

Ten błąd jest dość delikatnej natury – wykres nie powinien być linią ciągłą, gdyż 
rozmiary butów mają numeracje 1, 2, … , i na pewno nie ma butów rozmiaru na 

przykład 5 3
4

. 
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diagramy, na przykład słupkowy czy kołowy; w programie EXCEL jest to łatwe, 
chociaż nauczyciel powinien czuwać, aby uczniowie wiedzieli, jak oblicza się wyso-
kości słupków w diagramie słupkowym oraz wielkości kątów w diagramie kołowym. 
O tym stale trzeba pamiętać, bo tworzenie diagramów w EXCELU jest banalnie 
proste, natomiast wyjaśnianie bazy matematycznej tych diagramów powinno być 
zadaniem dla ucznia.

0
5

10
15
20
25
30
35
40
45

od 0 do
mniej niż 1

od 1 do
mniej niż 2

od 2 do
mniej niż 3

od 3 do
mniej niż 4

od 4 do
mniej niż 5

od 5 do
mniej niż 6

lic
zb

a 
uc

zn
ió

w

czas

komputer i ty

Ile godzin dziennie spędzasz przy komputerze?

komputer i ty

od 0 do mniej niż 1 od 1 do mniej niż 2 od 2 do mniej niż 3

od 3 do mniej niż 4 od 4 do mniej niż 5 od 5 do mniej niż 6

Ile godzin dziennie spędzasz przy komputerze?

Powyższy diagram kołowy ze względów drukarskich jest w odcieniach szarości, 
oryginalny w EXCELU jest kolorowy. Obliczenie wskaźników statystycznych jest 
łatwe, wystarczy z menu wybrać odpowiednią komendę, na przykład dla średniej 
arytmetycznej jest to =średnia(zakres). W rozpatrywanym przykładzie obliczamy 
średnią arytmetyczną dolną (≈2,61) i średnią arytmetyczną górną (≈3,61).
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Ile godzin dziennie spędzasz przy komputerze?

komputer i ty

od 0 do mniej niż 1 od 1 do mniej niż 2 od 2 do mniej niż 3

od 3 do mniej niż 4 od 4 do mniej niż 5 od 5 do mniej niż 6

Ile godzin dziennie spędzasz przy komputerze?

Powyższy diagram kołowy ze względów drukarskich jest w odcieniach szarości, 
oryginalny w EXCELU jest kolorowy. Obliczenie wskaźników statystycznych jest 
łatwe, wystarczy z menu wybrać odpowiednią komendę, na przykład dla średniej 
arytmetycznej jest to =średnia(zakres). W rozpatrywanym przykładzie obliczamy 
średnią arytmetyczną dolną (≈2,61) i średnią arytmetyczną górną (≈3,61).
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LICZBY DUALNE
AUTOR: CEZARY TKACZ

W świecie matematyki ogólnie znane i często wykorzystywane są liczby zespolone, 
będące rozszerzeniem ciała R liczb rzeczywistych. Poświęcono im już dużo miejsca 
w fachowej literaturze, więc tym razem „bohaterkami” artykułu będą ich nieznane 
krewne – liczby dualne. Można wskazać bowiem jeszcze inne, mało popularne, 
rozszerzenie wymiaru 2 ciała R. Mianowicie jest to pierścień w postaci:  P = {a + bε: a, 
b ∈ R i ε2 = 0} – zwany pierścieniem liczb dualnych. 

Liczby dualne wykazują wiele analogii do liczb 
zespolonych (np. tak samo składają się z czę
ści rzeczywistej a i części urojonej b), jednak 
mają też wiele innych ciekawych własności  

i zastosowań.

WŁASNOŚCI LICZB DUALNYCH
Działania dodawania i mnożenia liczb dualnych przed
stawiają się następująco:

(a + bε) + (c + dε) = (a + c) + (b + d)ε
(a + bε)(c + dε) = ac + (ad + bc)ε

Liczbę z = a − bε nazywamy sprzężoną do liczby z = a + bε.  
Wtedy oczywiście: 

z · z = a2.
Wartość a liczby dualnej z = a + bε nazywamy modu
łem i oznaczamy |z|. Zauważmy, że (inaczej niż dla liczb 
zespolonych) moduł ten może być ujemny. Natomiast 
analogicznie jak w przypadku liczb zespolonych, mo
duł sumy, różnicy, iloczynu i ilorazu liczb dualnych jest 
odpowiednio równy sumie, różnicy, iloczynowi i ilora
zowi modułów tych liczb.

Dzielenie wykonujemy następująco:

c + dε
a + bε = (c + dε)(a − bε)

(a + bε)(a − bε) = c
a + da − cb

a2  ε,  dla ≠ 0.

POSTAĆ GEOMETRYCZNA 
LICZB DUALNYCH

Postacią geometryczną liczby dualnej z = a + bε o nie
zerowym module nazywamy liczbę:

z = |z| (1 + εφ),
gdzie φ oznacza argument liczby z.

Wtedy oczywiście liczby sprzężone mają jednakowy 
moduł i przeciwne argumenty, a liczby rzeczywiste ma
ją argument równy 0. Analogicznie jak w liczbach ze
spolonych, argument iloczynu dwóch liczb dualnych 
jest równy sumie argumentów oraz argument ilorazu 
tych liczb – różnicy argumentów. Podobnie również 
przedstawia się potęgowanie i pierwiastkowanie liczb 
dualnych:

zn = [|z| (1 + εφ)]n = |z|n(1 + εnφ)
n√z = n√|z| (1 + εφ)= n√|z| · (1 + ε φn)
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INTERPRETACJA GEOMETRYCZNA – 
LICZBY DUALNE JAKO ZORIENTOWANE 
PROSTE PŁASZCZYZNY

Do omówienia interpretacji geometrycznej liczb dual
nych konieczne jest wprowadzenie kilku pojęć i ich 
oznaczeń:

• < {a, b} – zorientowany kąt między zorientowany
mi prostymi a, b – kąt o jaki trzeba obrócić prostą a  
w kierunku przeciwnym do ruchu wskazówek ze
gara, aby otrzymać prostą b (przez zorientowaną 
prostą rozumiemy prostą z ustalonym zwrotem).

• {A, B} – zorientowana długość odcinka AB zawar
tego w prostej l – zwykła euklidesowa odległość 
między punktami A i B wzięta ze znakiem „+” lub 
„−” w zależności od tego, czy zwrot od A do B jest 
zgodny z dodatnim zwrotem prostej l, czy przeciw
ny (gdzie dodatni zwrot prostej jest to wyróżniony 
na rysunku zwrot).

• Proste równoległe – proste równoległe w zwykłym 
sensie i ich zwroty są zgodne; proste przeciwrów
noległe – proste równoległe w zwykłym sensie i ich 
zwroty są przeciwne.

Teraz już możemy wprowadzić biegunowe współrzęd
ne dla zorientowanych prostych płaszczyzny. Wybie
ramy pewną zorientowaną prostą o (oś biegunową)  
i leżący na niej punkt O (biegun). Wtedy współrzędny
mi prostej l są: kąt α = < {o, l} i zorientowana odległość 
s = {O, L} od bieguna do punktu L przecięcia prostych 
o i l (rys. 1).

p Rys. 1

Widzimy, że s ∈ (−∞, ∞) i α ∈ 〈0, 2π〉. Oczywiste jest,  
że dla prostych równoległych α = 0, a dla przeciwrów

noległych α = π. Proste te nie mają współrzędnej s, więc 
przyjmujemy, że odpowiednio s = ∞ i s = −∞.

Ale jaki to ma związek z liczbami dualnymi? Otóż 
zorientowanej prostej l przypiszemy liczbę dualną  
w następujący sposób:

z = tg α2 (1 + εs) = u + εv, gdzie: u = tg α2 i v = s · tg α2.
Z takiego sposobu przyporządkowania wynika, że:

• liczbom rzeczywistym z = u odpowiadają proste 
przechodzące przez biegun O,

• liczbom urojonym bε odpowiadają proste równo
ległe i przeciwrównoległe do osi o,

• liczbom o module równym 1 odpowiadają proste 
prostopadłe osi o,

• liczbom sprzężonym odpowiadają proste syme
tryczne względem bieguna O,

• liczbom przeciwnym z, –z odpowiadają proste sy
metryczne względem osi o, tzn. proste przecina
jące się w tym samym punkcie L na osi i tworzące  
z osią równe kąty < {o, z} = < {−z, o},

• liczbom z i −1
z  odpowiadają proste różniące się tyl

ko zwrotem.

Zatem w zbiorze zorientowanych prostych płaszczyzny 
przekształcenia, takie jak: symetria środkowa wzglę
dem bieguna O, symetria osiową względem osi o oraz 
przeorientowanie (zmiana zwrotu prostej na przeciw
ny), można zapisać odpowiednio w postaci:

z' = z, z' = −z, z' = −1
z .

Rozważania, które przedstawiłem w tym artykule, są 
jedynie krótkim wstępem do świata liczb dualnych. 
Okazuje się bowiem, że za pomocą tych liczb można  
w ciekawy sposób opisywać izometrię płaszczyzny, 
równanie zorientowanego okręgu, wprowadzić tzw. 
równanie punktu czy też dowodzić twierdzenia geo
metryczne (np. twierdzenie Miguela). Zagadnienia te 
są szeroko opisane w książce (chyba już dziś bardzo 
trudno dostępnej) J.M. Jagłoma Kompleksnyje czisła  
i ich primienienie w geometrii, Moskwa 1963.

Cezary Tkacz
Nauczyciel matematyki w LO im. Króla Kazimierza 

Jagiellończyka w Wysokiem Mazowieckiem.
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NOWY
DZIAŁ

AUTOR: ANNA PAWLAK

ZADANIA Z ZAKRESU 
EGZAMINU ÓSMOKLASISTY
 Zadanie 1 [0–1 pkt] 

Dane są 4 równania:
 I 2x3 + x2 − 6x + 2 = 0
 II 3(x + 2) = 5x + 10
 III (x − 2)2 (x2 − 4) = 0
 IV 5(x − 7) + 23 = 3(x − 4) + 2x
Liczba (−2) jest rozwiązaniem:
A) tylko równania II
B) tylko równań II i III
C) tylko równań I, II i III 
D) wszystkich czterech równań

 Zadanie 2 [0–1 pkt] 

Liczba przeciwna do liczby a = 31
2 − 12(5 + 13) to:

A) 56
B) −16
C) − 56
D) 16

 Zadanie 3 [0–1 pkt] 

Dany jest graniastosłup prawidłowy trójkątny o kra
wędzi podstawy 6 i przekątnej ściany bocznej rów
nej 10.
Wybierz odpowiedzi spośród oznaczonych literami 
A i B oraz spośród oznaczonych literami C i D.
Suma wszystkich krawędzi tego graniastosłupa to:
A) 60   B) 80
Pole powierzchni tego graniastosłupa wynosi:
C) 18√3 + 144  D) 18√3 + 192

 Zadanie 4 [0–1pkt] 

Na straganie handlowym znajduje się 30 piłek, z cze
go 4 są żółte, 4 niebieskie, 7 zielonych i 15 różowych. 
Kasia poprosiła tatę, aby kupił piłkę w jej ulubionym 
kolorze. Mężczyzna jednak nie pamięta, że ulubio

nym kolorem córki jest niebieski. Postanawia jednak 
nie przyznawać się do tego w nadziei, że uda mu się 
kupić piłkę we właściwym kolorze.

Oceń prawdziwość podanych zdań. Wybierz P, 
jeśli zdanie jest prawdziwe, lub F – jeśli zdanie jest 
fałszywe.

Prawdopodobieństwo tego, że tata Kasi ku
pi piłkę w ulubionym kolorze swojej córki 
wynosi 2

15

P F

Jeśli przed tatą Kasi handlarz sprzedał 2 pił
ki żółte, 4 różowe i 2 niebieskie to prawdo
podobieństwo tego, że mężczyzna kupi pił
kę w ulubionym kolorze córki jest równe 2

11

P F

 Zadanie 5 [0–1 pkt] 

Karolina na święta Bożego Narodzenia postanowi
ła upiec pierniczki. Znalazła przepis w internecie na 
stronie „Kwestia smaku” (zobacz zdjęcie). 

Uzupełnij poniższe zdania. Wybierz odpowiedzi 
spośród oznaczonych literami A i B oraz spośród 
oznaczonych literami C i D.

Aby upiec 75 pierniczków 
Karolina potrzebuje  mą
ki pszennej:
A) 800g 
B) 480g

Aby upiec 120 piernicz
ków Karolina potrze
buje  miodu:
C) 8 łyżek 
D) 6 łyżek

SKŁADNIKI / ok. 30 sztuk

2 szklanki (320 g) mąki pszennej

2 łyżki miodu

2/3 szklanki cukru

1,5 łyżeczki sody oczyszczonej

1/2 łyżeczki kakao (niekoniecznie)

20 g (1 torebka) przyprawy pier-

nikowej (najłatwiej gotowej lub 

DOMOWEJ)

2 łyżki masła

1 jajko (+dodatkowo 1 jajko do 

posmarowania)

Ok. 1/4 szklanki ciepłego mleka
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NOWY
DZIAŁ

Anna Pawlak
Nauczycielka matematyki w Zespole Szkół im. Mikołaja Kopernika w Koninie. W mediach społecznościowych funkcjonuje jako 

„Matematyka po polsku” i pod tą samą nazwą prowadzi kanał na YouTube. Na stronie www.matematykapopolsku.pl dzieli się pasją 

i doświadczeniem. Pasjonatka matematyki, fanka metod aktywizujących, egzaminator maturalny, autorka zadań, artykułów i książek.

ROZWIĄZANIA 

wierzchnię ma podłoga w łazience pan Kasi? Wynik 
podaj w decymetrach kwadratowych.

 Zadanie 9 [0–2 pkt] 

Oblicz wysokość trapezu równoramiennego, jeśli 
wiadomo, że: obwód ma 26, pole ma 32, ramiona 
mają długość 5.

 Zadanie 10 [0–3 pkt] 

Rzucamy dwa razy sześcienną kostką do gry i two
rzymy liczby dwucyfrowe. Jaka jest szansa, że cyfra 
dziesiątek będzie mniejsza niż cyfra jedności i będą 
to liczby parzyste.

 Zadanie 11 [0–2 pkt] 

Oblicz pole kwadratu o przekątnej długości 2√6. 

 Zadanie 6 [0–1 pkt] 

Wyrażenie (2x + 1)2 − (2x − 1)2 jest równe:
A) 0
B) 2
C) 8x
D) 4x2 + 2

 Zadanie 7 [0–1 pkt] 

Dane są 3 liczby:
a = (22)3, b = 23 · 23 : 23, c = 23 + 23 + 23 + 23

Prawdziwa jest zależność:
A) a > b > c
B) b > a > c
C) c > a > b
D) a > c > b

 Zadanie 8 [0–3 pkt] 

Pani Kasia postanowiła wyremontować łazienkę. 
Na podłodze wymarzyła sobie mozaikę ułożoną 
z płytek w kształcie równoramiennych trójkątów 
prostokątnych (zobacz rysunek). Oblicz, jaką po

 Zadanie 1 

B.

 Zadanie 2 

C.

 Zadanie 3 

A, C.

 Zadanie 4 

PP.

 Zadanie 5 

A, C.

 Zadanie 6 

C.

 Zadanie 7 

D. 

 Zadanie 8 

300 dm2.

 Zadanie 9 

h = 4.

 Zadanie 10 

D. 29.

 Zadanie 11 

P = 12.
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AUTOR: ANNA PAWLAK

NOWA MATURA 
POZIOM PODSTAWOWY
 Zadanie 1 [0–2 pkt] 

Udowodnij, że liczba a = 3 log3 6 − log3 24 + 5 tg 135° 
jest całkowita.

 Zadanie 2 [0–3 pkt] 

Rozwiąż równanie:
4x3 − 16x2 = 25x − 100

 Zadanie 3 

Dany jest wykres funkcji f (zobacz rysunek):

 Zadanie 3.1 [0–1 pkt] 

Dziedziną funkcji f jest przedział: 
A) 〈−3, 10〉

B) 〈−3, ∞)

C) 〈−3, −1) ∪ (−1, ∞)

D) 〈−3, 5〉

 Zadanie 3.2 [0–2 pkt] 

Na podstawie wykresu funkcji f naszkicuj wykres 
funkcji g(x) = −f(x).

 Zadanie 3.3 [0–1 pkt] 

Oceń prawdziwość podanych stwierdzeń. 

Wybierz P, jeśli stwierdzenie jest prawdziwe, albo F 
– jeśli jest fałszywe.

f(x) ≥ 0 ⇔ x ∈ 〈−1, 5〉 P F

g(x) ⇔ x ∈ 〈−3, −1), (−1, 1〉 P F

 Zadanie 4 [0–5 pkt] 

Dana jest funkcja kwadratowa w postaci ogólnej  
f(x) = ax2 + bx + c, o której wiadomo, że:
1)  jedno z jej miejsc zerowych jest o 3 większe od 

drugiego,
2) równanie osi symetrii to x = 5,
3) f(2) = 27.
Wyznacz współczynniki a, b, c.

 Zadanie 5 [0–5 pkt] 

W graniastosłupie prawidłowym sześciokątnym 
krótsza przekątna podstawy ma 12 i tworzy z prze
kątną bryły kąt 60°. Oblicz objętość bryły.

 Zadanie 6  [0–5 pkt] 

W kartezjańskim układzie współrzędnych dane są 
parabola f i prosta k o równaniach:

f: y = x2 + 4x − 1,5
k: y = 7x + 2 12

Dokończ zdanie tak, aby było prawdziwe. Wybierz 
odpowiedź A albo B oraz jej uzasadnienie 1, 2, lub 3.
Prosta k ma z parabolą f:

A jeden

punkty wspólne, 
a punkt P, który  
należy jednocześnie 
do prostej k i pa
raboli f ma współ
rzędne

1 P(4, 301
2)

2 P(−1, 41
2)

B dwa 3 P(1, 91
2)
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Anna Pawlak
Nauczycielka matematyki w Zespole Szkół im. Mikołaja Kopernika w Koninie. W mediach społecznościowych funkcjonuje jako 

„Matematyka po polsku” i pod tą samą nazwą prowadzi kanał na YouTube. Na stronie www.matematykapopolsku.pl dzieli się pasją 

i doświadczeniem. Pasjonatka matematyki, fanka metod aktywizujących, egzaminator maturalny, autorka zadań, artykułów i książek.

ROZWIĄZANIA 

 Zadanie 1 

a = −3 ∈ Z.

 Zadanie 2 

x ∈ {− 52, 4, 52}.

 Zadanie 3.1 

C.

 Zadanie 3.2  Zadanie 3.3 

FP.

 Zadanie 4 

a = 4, b = −40, c = 91.

 Zadanie 5 

V = 2592.

 Zadanie 6 

B1

REKLAMA
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AUTOR: ANNA PAWLAK

NOWA MATURA 
POZIOM ROZSZERZONY
 Zadanie 1 [0–4 pkt] 

Oblicz pole figury opisanej układem nierówności: 

f(x) = 
Z
[
\

(x + 1)2 + (y − 2)2 ≤ 16
y − x ≥ − 1

 Zadanie 2 [0–3 pkt] 

Rozwiąż nierówność: 

(1 − 2x)(x2 − 9)2

4x3 − 4x2 + x
 ≤ 0.

 Zadanie 3 [0–4 pkt] 

Podstawą graniastosłupa jest trójkąt rozwartokątny 
o polu 15√3

4 , w którym jeden z kątów ma 125°, a naj
krótszy bok ma 3. Oblicz pole całkowite tego grania
stosłupa, jeśli suma jego krawędzi wynosi 54.

 Zadanie 4 

Funkcja f jest określona wzorem
 f(x) = tg 135°

4  xlog2 8 − 729log27 x + 2 log5 6 · log6 25 · x 
dla każdej liczby rzeczywistej x.

 Zadanie 4.1 [0–2 pkt] 

Wykaż, że dla każdej liczby rzeczywistej x 
wyrażenie: 

tg 135°
4  xlog2 8 − 729log27 x + 2 log5 6 · log6 25 · x

jest równe wyrażeniu: − 14 x3 − x2 + 4x.

 Zadanie 4.2 [0–4 pkt] 

Oblicz wartość największą funkcji f. 

 Zadanie 5 [0–3 pkt] 

Rozwiąż równanie:
√25x2 − 40x + 16 − 7 = 3 − |x + 5|

 Zadanie 6 [0–3 pkt] 

Udowodnij, że liczba ba + √1280 jest naturalna, jeśli:

a = ( 3 − √5 − 3 + √5)2,

b = [(8√3 − 1)√3 + 1 · (√2
4
3√6)

√6
 · √5 − 4.

 Zadanie 7 [0–3 pkt] 

Wyrazy rosnącego ciągu geometrycznego (an) okre
ślonego dla n ≥ 1 spełniają układ równań:

Z
[
\

a4 + a13 = 1281
4

a8 + a17 = 2052

Wyznacz liczbę k, jeśli ak − 2 = 512.
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Anna Pawlak
Nauczycielka matematyki w Zespole Szkół im. Mikołaja Kopernika w Koninie. W mediach społecznościowych funkcjonuje jako 

„Matematyka po polsku” i pod tą samą nazwą prowadzi kanał na YouTube. Na stronie www.matematykapopolsku.pl dzieli się pasją 

i doświadczeniem. Pasjonatka matematyki, fanka metod aktywizujących, egzaminator maturalny, autorka zadań, artykułów i książek.

ROZWIĄZANIA 

 Zadanie 1 

P = 12π + 8
 Zadanie 2 

x ∈ (−∞, 0) ∪ (1
2, ∞).

 Zadanie 3 

Pc = 15√3
2  + 120.

 Zadanie 4 

M = 80
27 dla x = 43.

 Zadanie 5 

x ∈ {− 14; 96}.

 Zadanie 6 

b = 2√5 − 4,
a = 2,
ba + √1280 = 36 ∈ N.

 Zadanie 7 

k = 17.

REKLAMA

E G Z A M I N  M AT U R A L N Y
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ZADANIA DLA KLAS 4–6 
SZKÓŁ PODSTAWOWYCH

 Zadanie 1 

Podaj przykład takich dwóch liczb dwucyfrowych, 
że iloczyn cyfr mniejszej z tych liczb jest większy od 
iloczynu cyfr większej liczby. Oba te iloczyny muszą 
być liczbami jednocyfrowymi. 

 Zadanie 2 

Podaj przykład takich dwóch liczb dwucyfrowych, 
że suma cyfr mniejszej z tych liczb jest większa od 
sumy cyfr większej liczby. Obie te sumy muszą być 
liczbami jednocyfrowymi.

 Zadanie 3 

Podaj przykład takich dwóch liczb dwucyfrowych, 
że iloczyn cyfr mniejszej z tych liczb jest większy od 
iloczynu cyfr większej liczby. Oba te iloczyny muszą 
być liczbami dwucyfrowymi. 

 Zadanie 4 

Podaj przykład takich dwóch liczb dwucyfrowych, 
że suma cyfr mniejszej z tych liczb jest większa od 
sumy cyfr większej liczby. Obie te sumy muszą być 
liczbami dwucyfrowymi.

 Zadanie 5 

Podaj przykład dwóch różnych liczb dwucyfrowych 
i dwóch różnych liczb jednocyfrowych większych od 1,  
tak aby różnica liczb dwucyfrowych była równa 
iloczynowi liczb jednocyfrowych. 

 Zadanie 6 

Podaj przykład liczby dwucyfrowej, w której róż
nica cyfry dziesiątek i cyfry jedności również jest 
liczbą dwucyfrową.

 Zadanie 7 

Iloczyn trzech liczb pierwszych jest liczbą podziel
ną przez 4. Jakie to liczby? 

 Zadanie 8 

Iloczyn trzech liczb pierwszych jest liczbą podziel
ną przez 38. Jakie to liczby? 

 Zadanie 9 

Iloczyn trzech liczb pierwszych jest liczbą podziel
ną przez 625. Jakie to liczby? 

 Zadanie 10 

Iloczyn trzech liczb pierwszych jest liczbą podziel
ną przez 16 261. Jakie to liczby? 

 Zadanie 11 

Suma cyfr pewnej liczby naturalnej wynosi 20, 
a iloczyn tych cyfr jest równy 1. Ile cyfr ma ta  
liczba? 

 Zadanie 12 

Suma cyfr pewnej liczby naturalnej wynosi 20, 
a iloczyn tych cyfr jest równy 3. Ile cyfr ma ta  
liczba?

 Zadanie 13 

Suma cyfr pewnej liczby naturalnej wynosi 20, 
a iloczyn tych cyfr jest równy 6. Ile cyfr ma ta  
liczba?

 Zadanie 14 

Suma cyfr pewnej liczby naturalnej wynosi 20, 
a iloczyn tych cyfr jest równy 23. Ile cyfr ma ta liczba? 

T E S T Y  I  S P R AW D Z I A N Y
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ZADANIA DLA KLAS 4–6 
SZKÓŁ PODSTAWOWYCH

 Zadanie 15 

Podaj najmniejszą liczbę naturalną, której suma cyfr 
wynosi 18, a iloczyn tych cyfr jest równy 0. 

 Zadanie 16 

Wyznacz wszystkie trójkąty równoramienne, w któ
rych miary wszystkich kątów (wyrażone w stop
niach) są liczbami pierwszymi. 

 Zadanie 17 

Podaj przykład czworokąta, w którym istnieją do
kładnie trzy kąty, których miary (wyrażone w stop

niach) są liczbami podzielnymi przez 3. Miary ką
tów tego czworokąta muszą być różne.

 Zadanie 18 

Podaj przykład czworokąta, w którym istnieją do
kładnie trzy kąty, których miary (wyrażone w stop
niach) są liczbami podzielnymi przez 7. Miary kątów 
tego czworokąta muszą być różne. 

 Zadanie 19 

Czy istnieje taka liczba naturalna dodatnia n, że naj
mniejsza liczba ncyfrowa nieparzysta jest liczbą po
dzielną przez 7?

ROZWIĄZANIA

 Zadanie 1 

30, 24.

 Zadanie 2 

40, 32.

 Zadanie 3 

43, 52.

 Zadanie 4 

29, 73.

 Zadanie 5 

40, 20, 5, 4.

 Zadanie 6 

Nie ma takiej liczby.

 Zadanie 7 

2, 2, p; p – dowolna liczba  
pierwsza.

 Zadanie 8 

2, 19, p; p – dowolna  
liczba pierwsza.

 Zadanie 9 

Nie ma takich liczb. 

 Zadanie 10 

7, 23, 101.

 Zadanie 11 

20. 

 Zadanie 12 

18. 

 Zadanie 13 

15 lub 17.

 Zadanie 14 

Nie ma takiej liczby.

 Zadanie 15 

909. 

 Zadanie 16 

Trójkąt o kątach: 2°, 89°, 89°. 

 Zadanie 17 

Nie ma takiego czworokąta.

 Zadanie 18 

Czworokąt, którego kąty mają 
miary: 66°, 70°, 84°, 140°.

 Zadanie 19 

Tak, n = 4.

Michał Kremzer
Autor zadań i artykułów.
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ZADANIA DLA KLAS 7–8 
SZKÓŁ PODSTAWOWYCH

 Zadanie 1 

Miary wszystkich kątów pewnego trapezu (wy
rażone w stopniach) są liczbami całkowitymi. Ile 
kątów tego trapezu może mieć miary podzielne  
przez 23? 
 Zadanie 2 

Uzupełnij.  
podzielnym przez 4  literą ń. 
 Zadanie 3 

Podaj przykład liczby naturalnej mniejszej od 100,  
która ma dokładnie cztery różne dzielniki  
pierwsze. 
 Zadanie 4 

Dłuższa przekątna trapezu prostokątnego dzieli ów 
trapez na dwa trójkąty. Jeden z tych trójkątów ma 
kąt o mierze 100 stopni. Wyznacz wszystkie kąty 
tego trapezu. Ile wynosi miara największego kąta 
w drugim trójkącie? 
 Zadanie 5 

Długości podstaw trapezu (niebędącego równo
ległobokiem) są cyfrą jedności i cyfrą dziesiątek 
liczby wyrażającej pole tego trapezu. Długość 
wysokości trapezu jest liczbą całkowitą. Podaj przy
kład takiego trapezu. 
 Zadanie 6 

Długości ramion trapezu (niebędącego równo
ległobokiem ani trapezem równoramiennym) są 
cyfrą jedności i cyfrą dziesiątek liczby wyrażającej 
pole tego trapezu. Długości podstaw i wysokości 
trapezu są liczbami całkowitymi. Podaj przykład 
takiego trapezu. 
 Zadanie 7 

Długości ramion trapezu (niebędącego równole
głobokiem ani trapezem równoramiennym) są licz
bami jednocyfrowymi, a długość wysokości tego 
trapezu jest liczbą dwucyfrową. Podaj przykład ta
kiego trapezu. 

 Zadanie 8 

Długości podstaw trapezu (niebędącego równo
ległobokiem ani trapezem równoramiennym) są 
liczbami jednocyfrowymi, a długość wysokości te
go trapezu jest liczbą dwucyfrową. Pole trapezu jest 
liczbą czterocyfrową. Podaj przykład takiego tra
pezu. 
 Zadanie 9 

Długości trzech krawędzi wychodzących z jedne
go wierzchołka prostopadłościanu są różnymi licz
bami całkowitymi. Długości dwóch spośród tych 
krawędzi są cyfrą jedności i cyfrą dziesiątek liczby 
wyrażającej objętość tego prostopadłościanu. Podaj 
przykład takiego prostopadłościanu. 
 Zadanie 10 

Długości trzech krawędzi wychodzących z jed
nego wierzchołka prostopadłościanu są różnymi 
liczbami całkowitymi. Długości dwóch spośród 
tych krawędzi są cyfrą jedności i cyfrą dziesiątek 
liczby wyrażającej pole powierzchni całkowitej tego 
prostopadłościanu. Podaj przykład takiego prosto
padłościanu. 
 Zadanie 11 

Z wierzchołka prostopadłościanu wychodzą trzy 
krawędzie, których długości są różnymi liczbami 
parzystymi. Największy wspólny dzielnik długości 
dowolnych dwóch krawędzi (spośród tych trzech) 
jest cyfrą jedności liczby wyrażającej objętość te
go prostopadłościanu. Podaj przykład takiej bryły. 
 Zadanie 12 

Z wierzchołka prostopadłościanu wychodzą trzy 
krawędzie, których długości są różnymi liczbami 
całkowitymi i większymi od 1. Najmniejsza wspól
na wielokrotność długości dowolnych dwóch kra
wędzi (spośród tych trzech) jest cyfrą jedności liczby 
wyrażającej objętość tego prostopadłościanu. Podaj 
przykład takiej bryły. 

T E S T Y  I  S P R AW D Z I A N Y
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Michał Kremzer
Autor zadań i artykułów.

 Zadanie 13 

Pole jednej ze ścian prostopadłościanu o całkowitych 
krawędziach jest liczbą parzystą i równą cyfrze jed
ności liczby wyrażającej objętość tego prostopadło
ścianu. Podaj przykład takiej bryły. 
 Zadanie 14 

Podaj przykład dwóch liczb naturalnych A i B, któ
rych cyfry jedności i dziesiątek są czterema różny
mi liczbami większymi od 1, a suma A + B jest po
tęgą, w której podstawą i wykładnikiem są cyfry 
jedności liczb A i B oraz potęgą, w której podstawą  
i wykładnikiem są cyfry dziesiątek liczb B i A. 

 Zadanie 15 

Warunek ten spełniają wszystkie liczby pierwsze 
i wiele innych liczb naturalnych. Co to może być 
za warunek? Uwaga: Wiele oznacza wiele, ale nie 
wszystkie.
 Zadanie 16 

Warunek ten spełniają wszystkie liczby kwadrato
we i wiele innych liczb naturalnych. Co to może być 
za warunek? Liczbą kwadratową nazywamy kwa
drat liczby naturalnej większej od 1.

ROZWIĄZANIA

 Zadanie 1 

1 lub 2.

 Zadanie 2 

Nazwa miesiąca o numerze po
dzielnym przez 4 kończy się li
terą ń. 

 Zadanie 3 

Nie ma takiej liczby. 

 Zadanie 4 

90°, 90°, 100°, 70‚ 90°.

 Zadanie 5 

Trapez, w którym długości 
podstaw wynoszą 1 i 2, a dłu
gość wysokości jest równa 8.

 Zadanie 6 

Trapez prostokątny, w którym 
długości podstaw wynoszą 12  
i 15, a długość wysokości jest 
równa 4.

 Zadanie 7 

Nie ma takiego trapezu. 

 Zadanie 8 

Nie ma takiego trapezu. 

 Zadanie 9 

Prostopadłościan, w którym  
z jednego wierzchołka wycho
dzą krawędzie o długościach  
1, 2 i 6. 

 Zadanie 10 

Prostopadłościan, w którym  
z jednego wierzchołka wycho
dzą krawędzie o długościach  
1, 2 i 18. 

 Zadanie 11 

Prostopadłościan, w którym  
z jednego wierzchołka wycho
dzą krawędzie o długościach  
6, 36 i 66. 

 Zadanie 12 

Prostopadłościan, w którym  
z jednego wierzchołka wycho
dzą krawędzie o długościach  
2, 3 i 6. 

 Zadanie 13 

Prostopadłościan, w którym  
z jednego wierzchołka wycho
dzą krawędzie o długościach  
2, 2 i 6. 

 Zadanie 14 

49 i 32.

 Zadanie 15 

Liczba ma parzystą liczbę dziel
ników. 

 Zadanie 16 

Liczba jest podzielna przez 
kwadrat liczby naturalnej więk
szej od 1.
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ZADANIA DLA MŁODSZYCH  
KLAS LICEÓW

W każdym z zadań należy podać odpowiedni wa
runek. 

 Zadanie 1 

Warunek ten spełniają wszystkie liczby całkowite i wie
le innych liczb wymiernych. Uwaga: Wiele oznacza 
wiele, ale nie wszystkie. Dotyczy to wszystkich zadań. 

 Zadanie 2 

Warunek ten spełniają wszystkie liczby palindro
miczne i wiele innych liczb naturalnych. Liczbą pa
lindromiczną nazywamy liczbę naturalną, która czy
tana od tyłu daje tę samą liczbę co czytana od przodu. 

 Zadanie 3 

Warunek ten spełniają tylko trzy liczby pierwsze.

 Zadanie 4 

Warunek ten spełniają tylko trzy liczby złożone.

 Zadanie 5 

Warunek ten spełnia jedna liczba pierwsza i wiele 
liczb złożonych. 

 Zadanie 6 

Warunek ten spełniają wszystkie liczby naturalne 
parzyste i wiele liczb naturalnych nieparzystych. 

 Zadanie 7 

Warunek ten spełniają tylko liczby 4 i 9. 

 Zadanie 8 

Warunek ten spełniają tylko liczby 1 i –1. 

 Zadanie 9 

Warunek ten spełniają wszystkie liczby o nieparzy
stej ilości cyfr i wiele innych liczb naturalnych. 

 Zadanie 10 

Warunek ten spełniają wszystkie daty grudniowe 
i wiele innych dat. 

 Zadanie 11 

Jedyną liczbą całkowitą spełniającą ten warunek jest 
liczba 3. Pozostałymi liczbami spełniającymi ów waru
nek są liczby niewymierne i jest ich nieskończenie wiele. 

 Zadanie 12 

Zbiorem liczb spełniających ten warunek jest suma 
zbioru liczb całkowitych i zbioru złożonego z jednej 
liczby niewymiernej. 

 Zadanie 13 

Warunek ten spełniają wszystkie liczby naturalne 
podzielne przez 6, wszystkie liczby naturalne po
dzielne przez 7, ale nie wszystkie liczby naturalne 
podzielne przez 8. 

 Zadanie 14 

Warunek ten spełniają wszystkie ograniczone pod
zbiory i wiele nieograniczonych podzbiorów. Cho
dzi o podzbiory zbioru R. 

 Zadanie 15 

Warunek ten spełniają wszystkie trójkąty równora
mienne i wiele innych trójkątów. 

 Zadanie 16 

Warunek ten spełniają wszystkie trójkąty równo
boczne i wiele innych trójkątów równoramiennych. 

 Zadanie 17 

Warunek ten spełniają wszystkie trójkąty prostokąt
ne, wiele trójkątów ostrokątnych i wiele trójkątów 
rozwartokątnych. 

T E S T Y  I  S P R AW D Z I A N Y

3232



W W W. C Z A S O P I S M O M AT E M AT Y K A . P L 33

Michał Kremzer
Autor zadań i artykułów.

 Zadanie 18 

Warunek ten spełniają tylko trapezy prostokątne 
i trapezy równoramienne. 

 Zadanie 19 

Warunek ten spełniają wszystkie trapezy prostokąt
ne, wiele trapezów równoramiennych i wiele innych 
trapezów. 

 Zadanie 20 

Warunek ten spełniają wszystkie kwadraty o cał
kowitym boku i wiele innych prostokątów o całko
witych bokach. 

 Zadanie 21 

Warunek ten spełniają wszystkie okręgi i wiele kół.

 Zadanie 22 

Warunek ten spełniają tylko pary prostych równo
ległych. 

 Zadanie 23 

Warunek ten spełnia wiele czworokątów całkowi
tych i spełniają go wszystkie wielokąty całkowite 
o liczbie boków większej od 4. Wielokąt całkowity 
to wielokąt o całkowitych bokach.

ROZWIĄZANIA

 Zadanie 1 

Liczba jest połówką liczby cał
kowitej.
 Zadanie 2 

Pierwsza i ostatnia cyfra (w za
pisie liczby) są sobie równe. 
 Zadanie 3 

Liczba pierwsza mniejsza od 6.
 Zadanie 4 

Liczba złożona mniejsza od 9. 
 Zadanie 5 

Liczba jest parzysta.
 Zadanie 6 

Iloczyn cyfr (danej liczby) jest 
liczbą parzystą. 
 Zadanie 7 

Liczba jest kwadratem liczby 
pierwszej mniejszej od 5. 
 Zadanie 8 

Liczba całkowita, której odwrot
ność również jest liczbą całkowitą. 
 Zadanie 9 

Mediana cyfr liczby naturalnej 
również jest jej cyfrą. 

 Zadanie 10 

Iloczyn numerów dnia i miesią
ca jest podzielny przez 12. 
 Zadanie 11 

Liczba (x – 3)√5 jest liczbą cał
kowitą.
 Zadanie 12 

Liczba x jest rozwiązaniem rów
nania (x – π)sin(πx) = 0. 
 Zadanie 13 

Liczba ma nieparzysty dzielnik. 
 Zadanie 14 

W zbiorze jest skończona ilość 
liczb całkowitych. 
 Zadanie 15 

Nieujemna różnica długo
ści dwóch boków trójkąta jest 
mniejsza od 4. 
 Zadanie 16 

Trójkąt jest równoramienny 
i ostrokątny. 
 Zadanie 17 

W trójkącie istnieje kąt o całko
witej liczbie stopni.

 Zadanie 18 

W trapezie są co najmniej dwa kąty 
o równych miarach. 
 Zadanie 19 

Wysokość trapezu ma długość 
równą długości (co najmniej) jed
nego z jego boków. 
 Zadanie 20 

Prostokąt ma wszystkie boki cał
kowite i pole będące kwadratem 
liczby całkowitej. 
 Zadanie 21 

Ustalona prosta ma z figurą mniej 
niż trzy punkty wspólne. 
 Zadanie 22 

Figura złożona z dwóch prostych 
ma nieskończenie wiele środków 
symetrii. 
 Zadanie 23 

Obwód wielokąta jest większy od 4.

T E S T Y  I  S P R AW D Z I A N Y
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W każdym z zadań należy podać odpowiedni wa
runek. 

 Zadanie 1 

Warunek ten spełniają wszystkie całkowite rom
by i wiele całkowitych prostokątów, które nie są 
rombami. Wielokąt całkowity to wielokąt o cał
kowitych bokach. 
 Zadanie 2 

Warunek ten spełniają koła o całkowitych promie
niach i wiele całkowitych wielokątów. 
 Zadanie 3 

Warunek ten spełniają całkowite wielokąty, ale nie 
spełniają go koła o całkowitych promieniach. Wa
runek ten spełnia wiele innych kół. 
 Zadanie 4 

Warunek ten spełniają wszystkie równoległoboki, 
ale nie wszystkie prostokąty. 
 Zadanie 5 

Warunek ten spełniają wszystkie trapezy i wiele 
innych czworokątów wypukłych. 
 Zadanie 6 

Warunek ten spełniają wszystkie romby, wszystkie 
deltoidy i wiele innych czworokątów. 
 Zadanie 7 

W każdym równoległoboku są dwa kąty, które 
spełniają ten warunek. Dwa kąty w okręgu, z któ
rych jeden jest środkowy, a drugi wpisany i opar
ty na tym samym łuku, również spełniają ów wa
runek. W wielu czworokątach żadne dwa kąty nie 
spełniają tego warunku. 
 Zadanie 8 

Warunek ten spełniają okręgi, prostokąty i wiele 
innych figur. Jedynymi trójkątami spełniającymi 
ów warunek są trójkąty równoboczne. 

 Zadanie 9 

W trójkącie warunek ten spełnia środkowa, linia 
środkowa i wiele innych odcinków. W trapezie ów 
warunek spełnia linia środkowa i wiele innych od
cinków. 
 Zadanie 10 

Warunek ten spełniają tylko przekątne rombu. 
 Zadanie 11 

Warunek ten spełniają tylko przekątne równoległo
boku. 
 Zadanie 12 

Warunek ten spełniają tylko przekątne prostokąta. 
 Zadanie 13 

Warunek ten spełniają tylko przekątne deltoidu. 
 Zadanie 14 

Warunek ten spełniają wszystkie proste równoległe 
do osi OY, jedna prosta równoległa do osi OX i wiele 
innych prostych. 
 Zadanie 15 

Warunek ten spełniają wszystkie graniastosłupy  
proste, wiele ostrosłupów i wiele innych wielościanów.
 Zadanie 16 

Warunek ten spełniają wszystkie graniastosłupy 
oprócz graniastosłupów trójkątnych. 
 Zadanie 17 

Warunek ten spełniają wszystkie graniastosłupy 
oprócz graniastosłupów czworokątnych. 
 Zadanie 18 

Wśród ostrosłupów warunek ten spełniają tylko 
ostrosłupy sześciokątne, a wśród graniastosłupów 
warunek ów spełniają tylko graniastosłupy czworo
kątne. 
 Zadanie 19 

Warunek ten spełniają wszystkie funkcje ograniczo
ne z dołu i wiele innych funkcji. 

ZADANIA DLA STARSZYCH  
KLAS LICEÓW

T E S T Y  I  S P R AW D Z I A N Y
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 Zadanie 20 

Warunek ten spełniają wszystkie funkcje wykład
nicze i wiele funkcji logarytmicznych. 
 Zadanie 21 

Warunek ten spełniają wszystkie funkcje logaryt
miczne i wiele funkcji wykładniczych. 
 Zadanie 22 

Warunek ten spełniają wszystkie niestałe ciągi aryt
metyczne i wiele niestałych ciągów geometrycz
nych. 

 Zadanie 23 

Warunek ten spełniają wszystkie rosnące ciągi geo
metryczne i wiele rosnących ciągów arytmetycznych. 
 Zadanie 24 

Warunek ten spełniają funkcje y = cos(x) i y = tg(x), 
ale nie spełnia go funkcja y = sin(x). 
 Zadanie 25 

Warunek ten spełniają funkcje y = sin(x) i y = tg(x), 
ale nie spełnia go funkcja y = cos(x).

ROZWIĄZANIA

 Zadanie 1 

Obwód wielokąta jest liczbą po
dzielną przez 4.
 Zadanie 2 

Pole figury jest liczbą niecałko
witą. 
 Zadanie 3 

Obwód figury jest liczbą całko
witą. 
 Zadanie 4 

Nie ma takiego warunku. 
 Zadanie 5 

Suma miar dwóch kątów czwo
rokąta wynosi 180°. 
 Zadanie 6 

Przekątne czworokąta są prosto
padłe. 
 Zadanie 7 

Stosunek miar dwóch kątów jest 
liczbą całkowitą. 
 Zadanie 8 

Figura ma co najmniej dwie osie 
symetrii. 
 Zadanie 9 

Odcinek jest zawarty w figurze F  
i co najmniej jeden koniec tego 
odcinka jest środkiem jednego 
z boków tej figury. 

 Zadanie 10 

Przekątne czworokąta są prosto
padłe i przecinają się w punkcie 
dzielącym każdą z nich na dwie 
przystające części. 
 Zadanie 11 

Przekątne czworokąta przecina
ją się w punkcie dzielącym każdą 
z nich na dwie przystające części. 
 Zadanie 12 

Przekątne czworokąta są przy
stające i przecinają się w punk
cie dzielącym każdą z nich 
na dwie przystające części. 
 Zadanie 13 

Przekątne czworokąta są prosto
padłe i przecinają się w punk
cie dzielącym tylko jedną z nich 
na dwie przystające części. 
 Zadanie 14 

Prosta ma dokładnie jeden 
punkt wspólny z wykresem usta
lonego trójmianu kwadratowego. 
 Zadanie 15 

Bryła ma dwie prostopadłe ściany. 
 Zadanie 16 

Wszystkie ściany wielościanu 
mają co najmniej cztery boki. 

 Zadanie 17 

W wielościanie istnieją dwie ściany 
o różnej liczbie boków. 
 Zadanie 18 

Wielościan ma dokładnie 12 kra
wędzi. 
 Zadanie 19 

Funkcja nie ma granicy równej mi
nus nieskończoności. 
 Zadanie 20 

f(2) > 0 
 Zadanie 21 

Liczba f(1) jest parzysta. 
 Zadanie 22 

Ciąg jest ściśle monotoniczny. 
 Zadanie 23 

W ciągu istnieją trzy wyra
zy (o różnych numerach) takie, 
że iloczyn dwóch spośród tych wy
razów jest równy kwadratowi trze
ciego wyrazu. 
 Zadanie 24 

Funkcja jest ujemna na przedziale 
(0,5π, π).
 Zadanie 25 

Punkt (0, 0) jest środkiem symetrii 
wykresu funkcji.

T E S T Y  I  S P R AW D Z I A N Y



Dlaczego lubię zajmować się matematyką szkolną? Dlaczego lubię pracować z młodymi 
ludźmi? Odpowiedź jest prosta. Lubię, bo się nie nudzę. A nie lubię się nudzić, choć 
czasem powinienem. Tym, co nie pozwala mi się nudzić, są zadania, szczególnie 
z geometrii. Po prawie trzydziestu latach pracy przy tablicy ciągle trafiają się zadania 
wymagające zatrzymania, refleksji, trudu i… niepowodzenia. Zwyczajnie nie wiem, co robić 
dalej. Ale po jakimś czasie zaangażowania i namysłu przychodzi pomysł i zrozumienie 
trudniejszego wątku. I to jest piękne. To taki inspirujący moment olśnienia.

O PEWNYM ZADANIU, 
KTÓRE STAŁO SIĘ 
PRETEKSTEM 

AUTOR: TOMASZ SZWED

DO GEOMETRYCZNEJ PRZEBIEŻKI1 

Zacznijmy od zadania, które stało się inspiracją 
do rozmyślań i które będzie nam towarzyszyło 
przez cały niniejszy artykuł.

Przekątne AC i BD trapezu (AB || CD) przecinają 
się w punkcie S.
Pola trójkątów ASB i CDS są równe odpowiednio 
16 cm2  i 9 cm2. Oblicz pole trapezu.

Zadanie dość oczywiste. Ale… no właśnie.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

p Rys. 1
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Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

p Rys. 1

Zauważmy, że trójkąty ABS i DCS są podobne (cecha kk  
podobieństwa trójkątów).

Ponieważ k2 = PABS
PDCS

 = 16
9 , więc skala podobieństwa 

jest równa 43.
Zauważmy, że PDCS = 12 ah = 9, czyli ah = 18.
Stąd pole trapezu ABCD obliczymy ze wzoru: 

P = 12(4
3 a + a) · 73 h.

Zatem P = 49
18 ah = 49.

 
Zaprezentowany sposób rozwiązania zadania wyjścio
wego można uznać za elementarny. Przyjrzyjmy się jed
nak bardziej trapezowi ABCD i jego przecinającym się 
przekątnym.

p Rys. 2

Przekątne wraz z podstawami i ramionami tworzą trój
kątne obszary S1, S2, S3 i S4.

Trójkąty ABE (S1) i DCE (S2) są podobne.
Przekonuje nas o tym fakcie cecha kk podobieństwa 

trójkątów. 
Trójkąty AED (S3) i BEC (S4) mają jednakowe pole. 
Uzasadnienie tego faktu jest dość elementarne, cho

ciaż niełatwe.
Wyjdźmy od tego, że trójkąty ABD i ABC mają jed

nakowe podstawy i wysokości.
Mamy zatem:

PABD = PABC

stąd
PABD − PABE = PABC − PABE

czyli
PAED = PBEC

Podsumowując, otrzymujemy fakt 1:

S1 ~ S2 i S3 = S4

A teraz ważna obserwacja, która wiele nam wyjaśni 
w dalszym ciągu rozważań i obliczeń.

Wysokości h3 i h4 są zawarte w prostych równo
ległych. Każda z nich jest prostopadła do prostej 
zawierającej przekątną BD.

p Rys. 3

Zaznaczone na rysunku trójkąty są podobne, więc: 
(*)  |AE|

|EC| = h3
h4

Skorzystamy z otrzymanej zależności w dalszym eta
pie naszych rozważań.

Korzystając z danych jak na rysunku poniżej, wy
znaczmy pola trójkątów ABE i BCE, czyli S1 i S4.

p Rys. 4

Mamy zatem:
S1 = 12 · |AE| · h1 oraz S4 = 12 · |EC| · h1.

Obliczymy teraz pola trójkątów S2 i S3.

p Rys. 5

E

37W W W. C Z A S O P I S M O M AT E M AT Y K A . P L

O ! K R Ę G I  R O Z W O J U



S2 = 12 · |ED| · h4 oraz S3 = 12 · |ED| · h3.
Ponieważ z (*) |AE|

|EC| = h3
h2

, więc
S3
S2

 = h3
h4

 = |AE|
|EC| = S1

S4
,

stąd otrzymujemy fakt 2:

S1 · S2 = S3 · S4

Wróćmy do zadania 1. Mając dane pole dwóch trójką
tów, możemy przyjąć oznaczenia jak na rysunku:

p Rys. 6

Stosując odkrytą zależność S1 · S2 = S3 · S4, możemy 
obliczyć:

x2 = 9 · 16, stąd x = 12.
W takim razem pole całego trapezu ABCD jest równe:

9 + 16 + 12 + 12 = 49

Wyprowadzimy jeszcze jedną użyteczną zależność 
między polami trójkątów wyznaczonych przez prze
kątne trapezu ABCD.

p Rys. 7

Można zauważyć, że:
PABCD = S1 + S2 + S3 + S4

PABCD = S1 + S2 + √S1 · S2 + √S1 · S2

PABCD = S1 + 2√S1 · S2 + S2

Otrzymujemy zatem bardzo praktyczny w obliczeniach 
fakt 3:

PABCD = (√S1 + √S2)2

W ten sposób doszliśmy do trzeciego sposobu rozwią
zania zadania 1.

Podstawiając odpowiednie liczby, otrzymujemy:
PABCD = (√9 + √16)2 = 49

Zaprezentowane rozważania wokół pewnego zadania 
z geometrii były skupione na trapezie.

A gdyby tak rozważania przenieść nieco wyżej, do 
dowolnego czworokąta wypukłego. 

p Rys. 8

Czy zależność S1 · S2 = S3 · S4 będzie prawdziwa? Warto 
zastanowić się i porozmawiać o tym ze swoim ucznia
mi, do czego zachęcam.

Zaprezentowany wątek geometryczny może być uży
teczny w szkole podstawowej, szczególnie w kontek
ście pracy z uczniami zdolnymi. W liceum na pewno 
też znajdzie wielu odbiorców, zwłaszcza wśród uczniów 
realizujących program matematyki rozszerzonej. Roz
wiązywanie zadań z geometrii jest dość trudne, wy
magające od uczniów bardzo precyzyjnego myślenia 
i przede wszystkim znajomości odpowiednich narzę
dzi matematycznych. Ponad wszystko jednak potrzeb
na jest wyobraźnia, pomysłowość i… umiejętność do
rysowania kreski. Ale to już temat na kolejny artykuł.

Przypisy:

1  Tytuł jest oczywiście lekko powiązany z książkami Michała Szur-

ka: Podróże matematyczne i Spacery matematyczne.

dr Tomasz Szwed
Akademia Nauk Stosowanych w Raciborzu, II LO w Raciborzu.
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„Błędy są konieczne, potrzebne jak chleb,  
a czasem nawet piękne, na przykład wieża w Pizie”.

Gianni Rodari – włoski pisarz (1920–1980)

AUTOR: JANUSZ KARKUT

Przyznaję, że trochę dziwią zapisy w stylu: 
„…nie mówimy jednak uczniom, czym jest 
ułamek okresowy. To taki ułamek dziesięt
ny (?)…”. Wiem, tego typu stwierdzenia nie 

prowadzą do błędnych wyników. Jest z tym trochę tak, 
jak ze stwierdzeniem, że rozwiązaniem równania jest 
x = 2. Zaraz, zaraz, przecież rozwiązaniem równania 
jest liczba, a nie równanie (relacja), prawda?

Mówimy „ułamek dziesiętny”, „ułamek niedziesięt
ny”, „rozwinięcie dziesiętne” czy też „liczba dziesięt
na”. Tyle tych „dziesiętnych”, że chyba warto to nieco 
uporządkować, by mieć tzw. peace of mind.

Ułamki dziesiętne to zwykłe ułamki, których mianow
nik można zapisać w postaci potęgi liczby 10, czyli 10n,  
gdzie n ∈ N \ {0}. Takimi ułamkami są np. ułamki: 

9
5 = 9 · 2

5 · 2 = 18
10,   34 = 3 · 25

4 · 25 = 75
100,   41

500 = 41 · 2
500 · 2 = 82

1000.

Zamiana ułamków dziesiętnych na liczby dziesiętne 
(rozwinięcia dziesiętne) jest bardzo łatwa, wszak bar
dzo łatwo jest dzielić przez 10, 100, 1000, … :

9
5 = 1,8;   34 = 0,75;   41

500 = 0,082.

Będziemy o nich mówić liczby dziesiętne skończone.

142857142857142857142857…

1
7 = 
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Czy ułamek 13 jest ułamkiem dziesiętnym? Gdyby tak by
ło, to moglibyśmy zapisać jego mianownik w postaci 10n.  
Wiemy jednak, że nie istnieje żaden ułamek postaci n

10 
równoważny ułamkowi 13; nie istnieje żaden ułamek 
postaci n

100 równoważny ułamkowi 13 … . Nie istnie
je żaden ułamek dziesiętny równoważny ułamkowi 13! 
Dobrze, że możemy chociaż zbliżyć się do liczby dzie
siętnej tak blisko, jak tylko chcemy.

Otóż:
1
3 = 10

30 = 9 + 1
30  = 9

30 + 1
30 = 0,3 + 1

30
1
3 = 100

300 = 99 + 1
300  = 99

300 + 1
300 = 33

100 + 1
300 = 0,33 + 1

300
1
3 = 1000

3000 = 999 + 1
3000  = 999

3000 + 1
3000 = 333

1000 + 1
3000 = 0,333 + 1

3000

Ogólnie:
1
3 = 0,333…3 + 1

3 000 … 0
Zapisujemy:

1
3 = 0,333 … = 0, (3) albo 13 = 0,3

Ułamki niedziesiętne to zwykłe ułamki, których mia
nownika nie można zapisać w postaci potęgi liczby 10, 
czyli 10n, gdzie n ∈ N\{0}. W wyniku dzielenia licznika 
takiego ułamka przez jego mianownik po przecinku 
otrzymujemy takie same cyfry lub ciągi cyfr powta
rzające się w nieskończoność (zobacz ułamek w tytu
le). Nazywać je będziemy liczbami dziesiętnymi okre-
sowymi. 

Przyjrzymy się teraz kilku przykładom ułamków 
dziesiętnych, które w mianowniku mają potęgi liczby 
2, 5 lub 2 i 5.
1) Ile cyfr po przecinku ma rozwinięcie dziesiętne 

ułamka dziesiętnego 1
2n dla danej dodatniej liczby 

całkowitej n?
n = 1:   1

2n = 1
21 = 12 = 0,5     1 cyfra

n = 2:   1
2n = 1

22 = 14 = 0,25     2 cyfry
n = 3:   1

2n = 1
23 = 18 = 0,125     3 cyfry

n = 4:   1
2n = 1

24 = 1
16 = 0,0625     4 cyfry

Wydaje się, że potrzebujemy kolejnej cyfry po przecinku 
dla każdej potęgi 2, przez którą dzielimy. Aby spróbować 
potwierdzić tę obserwację, przyjrzyjmy się procesowi 
dzielenia przez 2 w postaci dziesiętnej. Dzielenie 

przez 2 oznacza pomnożenie 5 przez 0,1 : 12 = 0,5  = 
= 5 · 0,1. Przyjrzyjmy się temu samemu procesowi mno
żenia w postaci dziesiętnej:

n = 1:   1
2n = ( 5

10)1 = 51

101 = 5 · (0,1)1 = 0,5     1 cyfra
n = 2:   1

2n = ( 5
10)2 = 52

102 = 25 · (0,1)2 = 0,25     2 cyfry
n = 3:   1

2n = ( 5
10)3 = 53

103 = 125 · (0,1)3 = 0,125     3 cyfry
n = 4:   1

2n = ( 5
10)4 = 54

104 = 625 · (0,1)4 = 0,0625     4 cyfry

Wiemy już, że pomnożenie liczby przez 0,1 (czyli po
dzielenie przez 10) powoduje przesunięcie przecinka 
o jedną cyfrę w lewo. Pomnożenie liczby nieparzystej 
przez 5 daje w wyniku liczbę nieparzystą, więc pomno
żenie przez 5 w takich przypadkach nie da w wyniku 
końcowej cyfry 0. Przecinek dziesiętny nadal przesu
wa się o jedną cyfrę w lewo. Wynik ten jest taki, że dla 
dowolnej dodatniej liczby całkowitej n ułamek 1

2n ma 
dokładnie n cyfr po przecinku.

Zwróćmy też uwagę, że przecinek dziesiętny przesu
wa się o jedną cyfrę w lewo za każdym razem, gdy dzie
limy liczbę nieparzystą przez 2n:

n = 1:   3
2n = 3

21 = 32 = 1,5     1 cyfra
n = 2:   3

2n = 3
22 = 34 = 1,75     2 cyfry

n = 3:   3
2n = 3

24 = 3
16 = 0,375     3 cyfry

n = 4:   3
2n = 3

24 = 3
16 = 0,1875     4 cyfry

2) Ile cyfr po przecinku ma rozwinięcie dziesiętne 
ułamka dziesiętnego 1

5n dla danej dodatniej liczby 
całkowitej n?

Postępując analogicznie jak poprzednio, otrzymu
jemy:

n = 1:   1
5n = 1

51 = 21

101 = 21 · (0,1)1 = 0,2     1 cyfra
n = 2:   1

5n = 1
52 = 22

102 = 22 · (0,1)2 = 0,04     2 cyfry
n = 3:   1

5n = 1
53 = 23

103 = 23 · (0,1)3 = 0,008     3 cyfry
n = 4:   1

5n = 1
54 = 24

104 = 24 · (0,1)4 = 0,0016     4 cyfry

Powyższe przykłady potwierdzają, że dla dowolnej 
dodatniej liczby całkowitej n ułamek 1

5n ma dokładnie  
n cyfr po przecinku.

Czy podobnie jest dla rozwinięcia dziesiętnego ułam
ka m5n , gdzie m nie jest liczbą podzielną przez 5 (5 C m; 
liczba 5 nie jest dzielnikiem liczby m)?

n zer

n trójek

40 M AT E M AT Y K A  |  W R Z E S I E Ń / PA Ź D Z I E R N I K  2 0 2 34040

P O M Y S Ł  N A  L E KC J Ę



n = 1:   7
5n = 7

51 = 7 · 21

101 = 7 · 21 · (0,1)1 = 1,4   1 cyfra
n = 2:   7

5n = 7
52 = 7 · 22

102 = 7 · 22 · (0,1)2 = 1,28   2 cyfry
n = 3:   7

5n = 7
53 = 7 · 23

103 = 7 · 23 · (0,1)3 = 1,056   3 cyfry
n = 4:   7

5n = 7
54 = 7 · 24

104 = 7 · 24 · (0,1)4 = 1,0112   4 cyfry

Widać, że jest analogicznie jak w poprzednich przy
kładach.

Zadajmy pytanie: Jak nasi uczniowie uzyskają roz
winięcie dziesiętne ułamka 9

125? Czy wykonają dziele
nie, czy też zapiszą:

9
125 = 9

53 = 9 · 23 · (0,1)3 = 72 · (0,1)3 = 0,072?
Nie jest tu potrzebny nawet kalkulator, prawda?

3) Niech nd będzie takim ułamkiem, że (n, d), gdzie  
d = 2k · 5l dla nieujemnych liczb całkowitych k i l. 
Ile cyfr po przecinku ma rozwinięcie dziesiętne ta
kiej liczby?

Wiemy już, że w przypadku skończonego ułamka dzie
siętnego liczba cyfr po przecinku jest wykładnikiem 
najmniejszej potęgi liczby 10, która po pomnożeniu 
przez liczbę dziesiętną daje iloczyn całkowity. Wyda
je się to dobrym punktem wyjścia. Aby zorientować 
się, dokąd może nas to zaprowadzić, spójrzmy na kil
ka przykładów:

k = 2, l = 1  1
20 = 1

22 · 51 = 0,05    2 cyfry
k = 2, l = 1  31

20 = 31
22 · 51 = 1,55    2 cyfry

k = 1, l = 2  3
50 = 3

21 · 52 = 0,06    2 cyfry
k = 4, l = 2  19

400 = 19
24 · 52 = 0,0475    4 cyfry

k = 3, l = 5  3
25000 = 3

23 · 55 = 0,00012    5 cyfr

Wydaje się, że liczba cyfr po przecinku potrzebnych do 
zapisania każdego ułamka jako ułamka dziesiętnego 
jest większą z liczb k i l. To prawda! Musimy pomno
żyć każdy ułamek przez taką potęgę liczby 10, aby usu
nąć wszystkie potęgi liczb 2 i 5 w mianowniku każdego 
ułamka, aby otrzymać liczbę całkowitą:

3
25000 · 105 = 3 · 105

23 · 55  = 3 · 25 · 55

23 · 55  = 3 · 22 = 12

Przejdźmy teraz do ułamków niedziesiętnych.

Tytułowy ułamek 17 ma rozwinięcie dziesiętne okre
sowe: 0,142857142857142857… Wynik ten zapisujemy 
w postaci 0,(142857) albo 0,142857. Ciekawe, że okres 
każdego ułamka o mianowniku 7 składa się z tych sa
mych cyfr:

3
7 = 0,(428571),     11

7  = 1,(571428),     33
7  = 4,(714285)

Warto też zauważyć, że okres zaczyna się zaraz po prze
cinku.

Weźmy teraz ułamek 1
14 = 1

2 · 7 = 0,0(714285). Tu poja
wiła się cyfra nienależąca do okresu (nazywana czasem 
antyokresem), cyfra zero po przecinku, a w mianow
niku mamy czynnik 2.

Weźmy jeszcze ułamek 1
21 = 1

3 · 7 = 0,(047619). Tu  
w mianowniku nie ma ani 2, ani 5. Okres zaczyna się 
zaraz po przecinku.

Na koniec weźmy ułamek 1
70 = 1

2 · 5 · 7 = 0,0(142857). 
Tu też pojawia się po przecinku cyfra nienależąca do 
okresu, a w mianowniku mamy czynniki 2, 5 i 7.

Rozwinięcie dziesiętne łatwo uzyskujemy, dzieląc 
licznik przez mianownik. A jak liczbę dziesiętną okre
sową zamienić na ułamek zwykły?

Zróbmy kilka przykładów.

Przykład 1
Zwróć uwagę na podobieństwo między liczbami 
dziesiętnymi okresowymi 0,7 i 10 · 07 = 7,7.
(a) Znajdź różnicę między 7,7 a 0,7.
(b) Znajdź związek między odpowiedzią do (a) a 0,7.
(c) Wyraź 0,7 jako ułamek zwykły.

Na początku dość trudno jest zrozumieć, w jaki spo
sób możemy zamieniać liczby dziesiętne okresowe na 
ułamki zwykłe. Skupienie się na powtarzającej się czę
ści dziesiętnej daje nam wskazówkę. Przesunięcie prze
cinka za cyfrę pozwala nam zbadać 0,7 w stosunku do 
innej liczby o tej samej powtarzającej się części dzie
siętnej:

0,7
10 · 0,7 = 7,7
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Odejmując uzyskane liczby, pozbywamy się powta
rzającej się części dziesiętnej:

7,7 − 0,7 = 7.
Zastosujemy teraz algebrę do tego problemu, używa

jąc zmiennej reprezentującej 0,7:
x = 0,7

10x = 7,7

Zatem:
10x − x = 9x = 7.

Dzieląc przez 9, otrzymujemy x = 79 , czyli 0,7 = 79.

Przykład 2
Zamień liczbę dziesiętną okresową 3,09 na ułamek 
zwykły.

Niech x = 3,09. Wówczas:
x = 3,09

100x = 309,09

100x − x = 99x = 309,09 − 3,09 = 306
3,09 = x = 306

99  = 34
11.

Uwaga:
Zauważmy, że:

3,09 = 309 − 3
99  = 306

99  = 34
11.

Podobnie:
4,054 = 4054 − 4

999  = 4050
999  = 450

111 = 150
37 ,

0,276 = 276 − 2
990  = 274

990 = 137
495.

Przykład 3
Jaka jest różnica między 1 a 0,9?

Liczba 1 wprawia wiele osób w zakłopotanie. Mam na
dzieję, że poniższe metody pokażą, że jedyną różnicą 
między 1 a 0,9 jest sposób, jaki wybraliśmy do ich za
pisania. W rzeczywistości są równe.

Po pierwsze:
0,9 = 3 · 0,3 = 3 · 13 = 1.

Użyjmy algebry:
x = 0,9

10x = 9,9

10x −x = 9,9 − 0,9 = 9,
9x = 9,
x = 1.

A co z różnicą? Otóż mamy:
1 − 0 = 1

1 − 0,9 = 0,1
1 − 0,99 = 0,01

1 − 0,999 = 0,001
1 − 0,9999 = 0,0001

Różnica ta zmierza do zera, a zatem są to te same liczby!

Zapiszmy jeszcze liczbę 0,9 w postaci szeregu geome
trycznego i obliczmy jego sumę.

0,9 = 9
101 + 9

102 + 9
103 + … = 

9
10

1 − 9
10

 = 1.

Kończąc, dodajmy podsumowanie:

Ułamki dziesiętne
Ułamki zwykłe, których 
mianownik zawiera tylko 
czynniki 2 lub 5

→ Liczby dziesiętne 
skończone

Ułamki niedziesiętne
Ułamki zwykłe, w których 
mianowniku nie ma 
czynników 2 ani 5

→ Liczby dziesiętne 
okresowe proste

Ułamki niedziesiętne
Ułamki zwykłe, w których 
mianowniku są czynniki 2 lub 5  
oraz inne czynniki pierwsze 

→
Liczby dziesiętne 
okresowe 
mieszane
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