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PROPOZYCJA ZAJEC DODATKOWYCH
Z MATEMATYKI

Zajecia, ktorych przebieg opisze ponizej, dotyczg szczelnego wypetniania
ptaszczyzny za pomoca wielokatow foremnych. Ich gtdéwnym celem jest odpowiedz
na pytanie: w jaki sposdb mozemy wypetnic¢ ptaszczyzne przy pomocy dowolnych
wielokagtow foremnych? Przedstawie ich podstawowe wtasnosci w sposob przystepny
dla uczniow zarowno szkoty podstawowej, jak i szkoty sredniej.

zczelne wypelnienie plaszczyzny figurami tow foremnych o tej samej dtugosci bokéw i pozwoli¢
geometrycznymi, tak aby przylegaty,alenie ~ uczniom sprawdzi¢ w praktyce, jakiego typu wielokaty
nachodzity na siebie, nazywamy parkietaza- moga stanowi¢ wierzcholek parkietazu. Na przyktad:

mi. Takie parkietaze wykorzystuje si¢ jako
motyw ozdobny w budownictwie i urzadzaniu miesz-
kan.

Punkt, w ktérym spotykaja sie wierzchotki wielo-
katow, nazywamy wierzchotkiem parkietazu. Typem
wierzchotka nazywamy grupe liczb, ktore stanowia
liczbe bokow kazdego z wielokatow w danym wierz-
chotku. Ustalmy, ze zaczniemy od wielokata o naj-
mniejszej liczbie bokdw, obok ktérego znajduje sie
wielokat o mniejszej liczbie bokéw. Kolejnoé¢ liczb od-
czytujemy zgodnie z ruchem wskazéwek zegara.

Na poczatek warto wykorzysta¢ dostepne w sprze-

dazy klocki w ksztalcie wielokatéw foremnych (Reko,

Dienesa, Geomag itp.) lub wykona¢ modele wieloka- ARyc.1
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Dwa kwadraty i trzy tréjkaty rownoboczne beda
wierzchotkiem parkietazu. Natomiast szesciokat fo-
remny, pigciokat foremny, kwadrat i tréjkat rowno-

boczny nie beda.

A Ryc.2

Oczywiste jest, ze suma katow w wielokatach wokot da-
nego wierzchotka wynosi 360°. Skupmy si¢ na parkie-
tazach zbudowanych z wielokatéw foremnych. Ucznio-
wie potrafig juz obliczy¢ miare kata wewnetrznego

w wielokacie foremnym. Przejdzmy zatem do obliczen.

Cwiczenie 1
Sprawdz (wykonujac odpowiednie obliczenia), czy
w wierzchotku parkietazu mogg znalez¢ si¢ tylko:
« o$miokat foremny, tréjkat rownoboczny i kwadrat,
« dwa trojkaty rownoboczne, kwadrat i dwunasto-
kat foremny,
+ dwa o$miokaty foremne i kwadrat,
» pietnastokat foremny, dziesi¢ciokat foremny i kwa-

drat.

Jestesmy w stanie policzy¢ miary katéw w wielokatach
z ¢wiczenia 11nie jest to uciazliwe, jednak przed wyko-
naniem dwoch kolejnych ¢wiczen warto przypomnie¢
tabele z przyblizonymi wartosciami miar katéw we-
wnetrznych w wielokatach foremnych (tab. 1).
Zauwazmy, ze w kazdym wierzcholku parkietazu
znajduja si¢ co najmniej trzy wielokaty foremne (nie

moze znajdowac si¢ mniej niz trzy wielokaty, bo zaden

V¥ Tab. 1. Wielokat foremty

liczba bokéw ‘ miara kata w stopniach
3 60
4 90
5 108
6 120
7 128.57
8 135
9 140
10 144
11 147.27
12 150
13 152.31
14 154.29
15 156
16 157.5
17 158.82
18 160
19 161.05
20 : 162

wielokat foremny nie ma kata potpetnego lub wkleste-
go) i co najwyzej sze$¢ wielokatow foremnych - przy
czym, jesli jest ich sze$¢, to musza to by¢ trojkaty row-
noboczne (nie ma wielokata foremnego, ktéry ma kat

mniejszy niz 60°).

Cwiczenie 2
Podaj po trzy przyktady typoéw wierzchotkéw parkie-
tazu, jezeli wiemy, Ze spotykaja sie¢ w nim:

« trzy wielokaty foremne,

« cztery wielokaty foremne,

« piec¢ wielokatow foremnych.

Wykonaj obliczenia.

Cwiczenie 3
Podaj przyklady typow wierzchotkéw, jezeli wiemy,
ze spotykaja sie¢ w nim:

« dwa rodzaje wielokatéw foremnych,

« trzy rodzaje wielokatow foremnych.

Wykonaj obliczenia.

Pozwdlmy uczniom na samodzielne wykonanie kilku
prob znalezienia wielokatéw, ktore spelnig warunki
okreslone w dwdch powyzszych ¢wiczeniach. Do zna-
lezienia wiekszej liczby takich wielokatéw przydatny

moze by¢ dynamiczny aplet wykonany w programie
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ARyc.3

GeoGebra. Ponizej zaprezentuje screeny z tego same-
go apletu, dzieki ktéremu mozemy zwizualizowac za-
pelnianie powierzchni wielokgtami foremnymi wokot
wierzchofka (ryc. 3).

Powyzszy aplet wymaga nieco wiecej pracy niz po-
przednie, jednak jego wykonanie nadal mozna uzna¢
za elementarne.

W Widoku Grafiki wstawiamy sze$¢ suwakow —
pierwszym trzem ustawiamy 3 jako wartos¢ najmniej-
sz3, trzem kolejnym ustawiamy minimalng warto$¢ 2
(jezeli warto$¢ bedzie wynosi¢ 2, dany wielokat po-
zostanie niewidoczny). Za pomoca narzedzia Wielo-
kat foremny rysujemy pierwszy wielokat — ustalamy
punkty A i B, ktore wyznacza jeden z bokéw tego wie-
lokata, iliczbe n (odpowiadajaca pierwszemu suwa-
kowi) jako jego liczbe bokéw. Na boku BA budujemy
kolejny wielokat, wybierajac jako liczbe bokdow etykie-
te kolejnego suwaka (i). Na boku DA budujemy kolej-
ny wielokat, tym razem o liczbie bokéw j i analogicz-
nie pozostale trzy wielokaty foremne o liczbie bokéw
k, 1, m nabokach NA, OA i PA odpowiednio, pamietajgc
o zmianie warto$ci na trzech ostatnich suwakach na 3,
bo przy wartosci 2 wielokat pozostanie niewidoczny.

Usuwamy etykiety wielokatow, odznaczamy punkty
w Widoku grafiki, zmieniamy kolorystyke.

Otwieramy Widok Arkusza. Dgzymy do otrzyma-
nia efektu - ryc. 4.

Whpisujemy z klawiatury nazwy kolumn (liczba bo-

koéw, miara kata w stopniach) i wierszy (pierwszy wie-
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lokat itd., SUMA KATOW). W polach B3, B4, B5 wpi-
sujemy kolejno n, i, j, w polu C3 wpisujemy 180360/n
ianalogicznie w C4 i C5. Chcemy, aby w polach B6, B7,
B8, C6, C7, C8 pokazywaly si¢ zera, jesli te wielokaty
beda niewidoczne. W tym celu u dotu ekranu w polu

Wprowadz wpisujemy:

B6=Jezeli(k £ 2,0,k) i analogicznie dla B7 i BS,
Cé6=Jezeli(k = 2,0,180360/k) i analogicznie
dla C7iCS8.

Jest to tzw. formatowanie warunkowe, np. w polu Bé6:
jesli k bedzie réwne 2, to wyswietli si¢ 0, w przeciwnym
przypadku wyswietli si¢ wartos¢ k.

W polu C9 za pomocg narzedzia Dodaj wartosci
w zbiorze komorek sumujemy wartosci z pol od C3
do C5. W polach A2 i A9 wpisujemy = i zatwierdzamy
Enterem. Ustalamy kolorystyke i obramowanie tabeli
i za pomoca Utworz Tabela tworzymy tabelke w Wi-
doku Grafiki.

Mozemy na tym zakonczy¢ formatowanie apletu
i pozostawi¢ uczniom komentarz albo tez doda¢ od-
powiedni tekst, ktory bedzie sie wyswietlal w zalezno-
$ci od sytuacji. Za pomocg Wstaw tekst wpisujemy trzy
teksty — tekst1: za malo 0 360 - C9° (przy czym C9 wy-
bieramy jako obiekt w polu tekstowym), tekst2: za du-
20 0 C9 - 360°, tekst3: wierzcholek zostal wypetniony.
Ponownie korzystamy z formatowania warunkowego.

W polu Wprowadz wpisujemy:

Jezeli (C9 > 360, tekst2, Jezeli (C9 < 360, tekstl,
tekst3))

............................. liczba bokow ‘ miara kata w stopniach

1. wielokat 5 108
2w1e10k;1}t ......................... S Dae
3w1€1okqt ......................... S o
4w1elok%t ......................... S o
5Wle10th ......................... S .
6Wle10k4t ......................... S .
S Smakatow 33657
ARyc.4
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W ten sposob program zinterpretuje, czy za pomoca
danych wielokatéw mozna wypetni¢ powierzchnie wo-
kot wierzchotka.

Omawiajac wypelnienie ptaszczyzny wokot szescio-
kata foremnego, zauwazylismy, ze istnieja uklady, ktére
pozwalaja na wypelnienie powierzchni tak, aby wszyst-
kie wierzchotki byty tego samego typu i takie, ktore nie
daja takiej mozliwosci. Jest to punkt wyjscia do doko-
nania klasyfikacji parkietazy.

Parkietaze sktadajace si¢ wylacznie z przystajacych
wielokgtow foremnych nazywamy foremnymi (platon-

skimi).

ILE JEST PARKIETAZY FOREMNYCH?
Z matematycznego punktu widzenia suma katow wie-
lokatéw foremnych skoncentrowanych wokot jednego
wierzchotka wynosi 360°. A zatem miara kata wielo-
kata foremnego, z ktérego zbudowany jest parkietaz,
jest dzielnikiem 360°. Mamy tylko trzy wielokaty fo-
remne spelniajace ten warunek: trojkat réownoboczny,
kwadrat i sze$ciokat foremny — mamy zatem trzy par-
kietaze foremne.

Jezeli parkietaz sklada si¢ z wielokatéw foremnych
i w kazdym wierzchotku parkietazu znajduje si¢ do-
ktadnie ten sam uktad wielokatow (z doktadnoscia
do obrotu), to parkietaz nazywamy poéiforemnym re-
gularnym lub archimedesowym. Typem parkietazu
polforemnego regularnego nazywamy typ jego wierz-

chotkéw (ryc. 5).

A Ryc. 5. Parkietaz typu (3,3, 4, 3,4)

Cwiczenie 4
Podaj typ parkietazy potforemnych regularnych na po-

danych ponizej rycinach:

A Ryc.6 ARyc.7

Da si¢ w matematyczny sposob okresli¢ liczbe parkieta-
zy potforemnych regularnych, jednak nie jest to dowod
elementarny - tak wiec po prostu oméwimy wszystkie
typy takich parkietazy. Zanim jednak to zrobimy, po-
prosmy uczniéw, aby za pomocg klockéw lub innych
modeli wielokatéw foremnych sprébowali zbudowac
parkietaz potforemny regularny.

Moze powstac na przyklad taki fragment parkietazu

potforemnego regularnego (ryc. 7):

A Ryc.7

Mamy pie¢ réznych typéw parkietazy potforemnych
regularnych, w ktorego wierzchotku znajduja sie jedy-
nie sze$ciokaty foremne, tréjkaty réownoboczne lub
kwadraty (wskazuje je w tym miejscu, gdyz zwykle ta-
kie wielokaty foremne znajdziemy w gotowych zesta-
wach). Uczniowie dysponujacy klockami powinni doj$¢
do powyzszego wniosku metoda préb i bledow.

Sa to parkietaze pétforemne regularne jak na ryc. 8-10
oraz parkietaze pétforemne regularne, skladajace sie

zkwadratéw i tréjkatéw réwnobocznych (ryc. 11, 12).
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A Ryc. 8. Parkietaz typu (3, 4,6, 4) A Ryc. 9. Parkietaztypu (3,3,3,3,6)

A Ryc. 11. Parkietaz typu (3,3, 3,4, 4) A Ryc. 12. Parkietaz typu (3,3,4,3,4)

A Ryc. 13. Parkietaz typu (4, 8, 8) A Ryc. 14. Parkietaz typu (3,12,12)

Oproécz powyzszych istniejg jeszcze trzy typy parkie-

tazy potforemnych regularnych, skupiajacych wokot

wierzchotka trzy wielokaty (ryc. 13, 14).
Parkietaz, ktory sklada sie z wielokatow foremnych, ale

ulozenie figur lub same figury w wierzchotkach sg r6z-

<Ryc. 15

ne, nazywamy poiforemnym nieregularnym (ryc. 17).

PARKIETAZ POLFOREMNY
NIEREGULARNY

Cwiczenie 5

Uzasadnij, ze przedstawione parkietaze sg parkietaza-

mi pétforemnymi nieregularnymi (ryc. 15, 16). <Ryc. 16
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Wiemy juz, jak sprawdzi¢, czy w wierzchotku moga
wystepowac dane wielokaty foremne, a takze potrafi-
my sklasyfikowa¢ parkietaze zbudowane z wielokatow
foremnych. Posunmy si¢ w naszych rozwazaniach da-
lej. Zastanowmy sie, czy jesli dane wielokaty foremne
wypelnig nam przestrzen wokot wierzchotka, to uzu-
pelniajac taki uktad o kolejne wielokaty, zawsze otrzy-
mamy parkietaz foremny lub pétforemny.

Wezmy wierzchotek, w ktérym skupiajg sie trojkat
réwnoboczny, dziesieciokat foremny i pigtnastokat fo-
remny. Taki wierzcholek istnieje, bo 60° + 144° + 156°
=360° (ryc. 18).

Na grafice wierzcholek ten zostal oznaczony przez B.

Sprobujmy uzupelni¢ wierzchotek A o wielokat fo-
remny. Do wypelnienia pozostaje nam kat 144°. Jezeli
przeanalizujemy tabele wartosci katow w wielokatach
foremnych, zauwazymy, ze zadna kombinacja wielo-
katéw foremnych - poza dziesieciokatem foremnym -
nie wypelni szczelnie wierzchotka A. Wstawmy wiec
dziesieciokat foremny.
Wypelnilismy A, ale do wypelnienia pozostal jeszcze
wierzcholek P. Widzimy, ze kat, ktéry pozostal, ma bar-
dzo matg miare (dokladniej 360° — 144° — 144° — 60°
= 12°) i nie zdotamy wypelni¢ go za pomoca wieloka-
ta foremnego.

Jest to przyklad na to, ze wypelnienie jednego wierz-
chotka parkietazu przez wielokaty foremne nie da-
je nam gwarancji, ze bedzie to parkietaz foremny lub

potforemny.

Cwiczenie 6
Wykaz, ze istniejg wierzcholki podanych typow wy-
pelnione wielokatami foremnymi, ale parkietaz z nich
utworzony nie bedzie pétforemny.

a) (5, 5, 10)

b) (3,9, 18)

¢ (3,7,42)

Dokonalismy klasyfikacji parkietazy sktadajacych sie
z wielokatéw foremnych i omoéwiliémy podstawowe

wlasnosci katow w wielokatach foremnych. Jako prace

A Ryc. 17. Parkietaz potforemny nieregularny

A Ryc.18

domowa mozemy zada¢ uczniom wykonanie zdjecia
parkietazu w zyciu codziennym (niekoniecznie forem-
nego lub pétforemnego). W moim przypadku powstata
catkiem fadna galeria, ktdra ozdobila p6zniej korytarz
podczas szkolnego $§wieta matematyki. W ten sposéb
pokazujemy uczniom, Ze matematyka moze by¢ inte-

resujgca i tadna.

dr Magdalena Wojciechowska-Rysiawa

Adiunkt dydaktyczny na Uniwersytecie Przyrodniczo
Humanistycznym w Siedlcach. Nauczycielka matematyki

w Zespole Szkdt nr 1w Minsku Mazowieckim. Rzeczoznawca
podrecznikdw do ksztatcenia ogdlnego w zakresie matematyki.
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