
 
zczelne wypeønienie pøaszczyzny •gurami 

geometrycznymi, tak aby przylegaøy, ale nie 

nachodziøy na!siebie, nazywamy parkieta"a-

mi. Takie parkieta"e wykorzystuje si# jako 

motyw ozdobny w!budownictwie i!urz$dzaniu miesz-

ka%.

Punkt, w!kt&rym spotykaj$ si# wierzchoøki wielo-

k$t&w, nazywamy wierzchoøkiem parkieta"u. Typem 

wierzchoøka nazywamy grup# liczb, kt&re stanowi$ 

liczb# bok&w ka"dego z!wielok$t&w w!danym wierz-

choøku. Ustalmy, "e!zaczniemy od wielok$ta o!naj-

mniejszej liczbie bok&w, obok kt&rego znajduje si# 

wielok$t o!mniejszej liczbie bok&w. Kolejno'( liczb od-

czytujemy zgodnie z!ruchem wskaz&wek zegara. 

Na!pocz$tek warto wykorzysta( dost#pne w!sprze-

da"y klocki w!ksztaøcie wielok$t&w foremnych )Reko, 

Dienesa, Geomag itp.* lub wykona( modele wielok$-

t&w foremnych o!tej samej døugo'ci bok&w i!pozwoli( 

uczniom sprawdzi( w!praktyce, jakiego typu wielok$ty 

mog$ stanowi( wierzchoøek parkieta"u. Na!przykøad:
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Dwa kwadraty i!trzy tr&jk$ty r&wnoboczne b#d$ 

wierzchoøkiem parkieta"u. Natomiast sze'ciok$t fo-

remny, pi#ciok$t foremny, kwadrat i!tr&jk$t r&wno-

boczny nie b#d$.

wielok$t foremny nie ma k$ta p&øpeønego lub wkl#søe-

go* i!co!najwy"ej sze'( wielok$t&w foremnych ± przy 

czym, je'li jest ich sze'(, to musz$ to by( tr&jk$ty r&w-

noboczne )nie ma wielok$ta foremnego, kt&ry ma k$t 

mniejszy ni"!60+*.

•wiczenie 2

Podaj po!trzy przykøady typ&w wierzchoøk&w parkie-

ta"u, je"eli wiemy, "e!spotykaj$ si# w!nim:

· trzy wielok$ty foremne,

· cztery wielok$ty foremne,

· pi#( wielok$t&w foremnych.

Wykonaj obliczenia.

•wiczenie 3

Podaj przykøady typ&w wierzchoøk&w, je"eli wiemy, 

"e!spotykaj$ si# w!nim: 

· dwa rodzaje wielok$t&w foremnych,

· trzy rodzaje wielok$t&w foremnych.

Wykonaj obliczenia.

Pozw&lmy uczniom na!samodzielne wykonanie kilku 

pr&b znalezienia wielok$t&w, kt&re speøni$ warunki 

okre'lone w!dw&ch powy"szych (wiczeniach. Do!zna-

lezienia wi#kszej liczby takich wielok$t&w przydatny 

mo"e by( dynamiczny aplet wykonany w!programie 

�S Ryc. 2

Oczywiste jest, "e!suma k$t&w w!wielok$tach wok&ø da-

nego wierzchoøka wynosi 360+. Skupmy si# na!parkie-

ta"ach zbudowanych z!wielok$t&w foremnych. Ucznio-

wie potra•$ ju" obliczy( miar# k$ta wewn#trznego 

w!wielok$cie foremnym. Przejd/my zatem do!oblicze%.

•wiczenie 1

Sprawd/ )wykonuj$c odpowiednie obliczenia*, czy 

w!wierzchoøku parkieta"u mog$ znale/( si# tylko:

· o'miok$t foremny, tr&jk$t r&wnoboczny i!kwadrat,

· dwa tr&jk$ty r&wnoboczne, kwadrat i!dwunasto-

k$t foremny,

· dwa o'miok$ty foremne i!kwadrat,

· pi#tnastok$t foremny, dziesi#ciok$t foremny i!kwa-

drat.

Jeste'my w!stanie policzy( miary k$t&w w!wielok$tach 

z!(wiczenia 1 i!nie jest to uci$"liwe, jednak przed wyko-

naniem dw&ch kolejnych (wicze% warto przypomnie( 

tabel# z!przybli"onymi warto'ciami miar k$t&w we-

wn#trznych w!wielok$tach foremnych )tab. 1*.

Zauwa"my, "e!w!ka"dym wierzchoøku parkieta"u 

znajduj$ si# co!najmniej trzy wielok$ty foremne )nie 

mo"e znajdowa( si# mniej ni"!trzy wielok$ty, bo "aden 

�T Tab. 1. �<�N�J�Q�T�P	%�Y���K�T�W�J�R�Y�^

Iiczba boków �R�N�F�W�F���P	%�Y�F���\���X�Y�T�U�S�N�F�H�M��

3 60
4 90
5 108
6 120
7 128.57
8 135
9 140
10 144
11 147.27
12 150
13 152.31
14 154.29

15 156
16 157.5
17 158.82
18 160
19 161.05
20 162
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GeoGebra. Poni"ej zaprezentuj# screeny z!tego same-

go apletu, dzi#ki kt&remu mo"emy zwizualizowa( za-

peønianie powierzchni wielok$tami foremnymi wok&ø 

wierzchoøka )ryc. 3*.

Powy"szy aplet wymaga nieco wi#cej pracy ni"!po-

przednie, jednak jego wykonanie nadal mo"na uzna( 

za!elementarne.

W!Widoku Gra!ki wstawiamy sze'( suwak&w ± 

pierwszym trzem ustawiamy 3!jako warto'( najmniej-

sz$, trzem kolejnym ustawiamy minimaln$ warto'( 2 

)je"eli warto'( b#dzie wynosi( 2, dany wielok$t po-

zostanie niewidoczny*. Za!pomoc$ narz#dzia Wielo-

k"t foremny rysujemy pierwszy wielok$t ± ustalamy 

punkty A!i!B, kt&re wyznacz$ jeden z!bok&w tego wie-

lok$ta, i!liczb# n )odpowiadaj$c$ pierwszemu suwa-

kowi* jako jego liczb# bok&w. Na!boku BA budujemy 

kolejny wielok$t, wybieraj$c jako liczb# bok&w etykie-

t# kolejnego suwaka )i*. Na!boku DA budujemy kolej-

ny wielok$t, tym razem o!liczbie bok&w j i!analogicz-

nie pozostaøe trzy wielok$ty foremne o!liczbie bok&w 

k,!l,!m na!bokach NA, OA i!PA odpowiednio, pami#taj$c 

o!zmianie warto'ci na!trzech ostatnich suwakach na!3, 

bo przy warto'ci 2!wielok$t pozostanie niewidoczny. 

Usuwamy etykiety wielok$t&w, odznaczamy punkty 

w!Widoku gra!ki , zmieniamy kolorystyk#.

Otwieramy Widok Arkusza. D$"ymy do!otrzyma-

nia efektu ± ryc. 4.

Wpisujemy z!klawiatury nazwy kolumn )liczba bo-

k&w, miara k$ta w!stopniach* i!wierszy )pierwszy wie- �S Ryc. 4

�S Ryc. 3

lok$t itd., SUMA K;T<W*. W!polach B3, B4, B5 wpi-

sujemy kolejno n, i, j, w!polu C3 wpisujemy 180360=n 

i!analogicznie w!C4 i!C5. Chcemy, aby w!polach B6, B7, 

B8, C6, C7, C8 pokazywaøy si# zera, je'li te wielok$ty 

b#d$ niewidoczne. W!tym celu u!doøu ekranu w!polu 

Wprowad# wpisujemy:

B6>Je"eli)k >?  2,0,k* i!analogicznie dla B7 i!B8,

C6>Je"eli)k >?  2,0,180360=k* i!analogicznie  

dla C7 i!C8.

Jest to tzw. formatowanie warunkowe, np. w!polu B6: 

je'li k b#dzie r&wne 2, to wy'wietli si# 0, w!przeciwnym 

przypadku wy'wietli si# warto'( k.

W!polu C9 za!pomoc$ narz#dzia Dodaj warto$ci 

w%zbiorze kom&rek sumujemy warto'ci z!p&l od C3 

do!C5. W!polach A2 i!A9 wpisujemy > i!zatwierdzamy 

Enterem. Ustalamy kolorystyk# i!obramowanie tabeli 

i!za!pomoc$ Utw&rz Tabela tworzymy tabelk# w!Wi-

doku Gra!ki .

Mo"emy na!tym zako%czy( formatowanie apletu 

i!pozostawi( uczniom komentarz albo te" doda( od-

powiedni tekst, kt&ry b#dzie si# wy'wietlaø w!zale"no-

'ci od sytuacji. Za!pomoc$ Wstaw tekst wpisujemy trzy 

teksty ± tekst1: za!maøo o!360 ± C9+ )przy czym C9 wy-

bieramy jako obiekt w!polu tekstowym*, tekst2: za!du-

"o o!C9 ± 360+, tekst3: wierzchoøek zostaø wypeøniony. 

Ponownie korzystamy z!formatowania warunkowego. 

W!polu Wprowad# wpisujemy: 

Je"eli )C9 @ 360, tekst2, Je"eli )C9 F 360, tekst1, 

tekst3**

Iiczba boków �R�N�F�W�F���P	%�Y�F���\���X�Y�T�U�S�N�F�H�M��

1. wielok$t 5 108

2. wielok$t 7 128.57

3. wielok$t 3 60

4. wielok$t 3 60

5. wielok$t 0 0

6. wielok$t 0 0

Suma k$t&w 356.57
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W!ten spos&b program zinterpretuje, czy za!pomoc$ 

danych wielok$t&w mo"na wypeøni( powierzchni# wo-

k&ø wierzchoøka.

Omawiaj$c wypeønienie pøaszczyzny wok&ø sze'cio-

k$ta foremnego, zauwa"yli'my, "e!istniej$ ukøady, kt&re 

pozwalaj$ na!wypeønienie powierzchni tak, aby wszyst-

kie wierzchoøki byøy tego samego typu i!takie, kt&re nie 

daj$ takiej mo"liwo'ci. Jest to punkt wyj'cia do!doko-

nania klasy•kacji parkieta"y. 

Parkieta"e skøadaj$ce si# wyø$cznie z!przystaj$cych 

wielok$t&w foremnych nazywamy foremnymi )plato%-

skimi*.

 !"#$"%&#'()* "&(+,#-.)"/0,123
Z!matematycznego punktu widzenia suma k$t&w wie-

lok$t&w foremnych skoncentrowanych wok&ø jednego 

wierzchoøka wynosi 360+. A!zatem miara k$ta wielo-

k$ta foremnego, z!kt&rego zbudowany jest parkieta", 

jest dzielnikiem 360+. Mamy tylko trzy wielok$ty fo-

remne speøniaj$ce ten warunek: tr&jk$t r&wnoboczny, 

kwadrat i!sze'ciok$t foremny ± mamy zatem trzy par-

kieta"e foremne.

Je"eli parkieta" skøada si# z!wielok$t&w foremnych 

i!w!ka"dym wierzchoøku parkieta"u znajduje si# do-

køadnie ten sam ukøad wielok$t&w )z!dokøadno'ci$ 

do!obrotu*, to parkieta" nazywamy p&øforemnym re-

gularnym lub archimedesowym. Typem parkieta"u 

p&øforemnego regularnego nazywamy typ jego wierz-

choøk&w )ryc. 5*.

•wiczenie 4

Podaj typ parkieta"y p&øforemnych regularnych na!po-

danych poni"ej rycinach:

�S���7�^�²������ �S���7�^�²������

�S���7�^�²������

Da si# w!matematyczny spos&b okre'li( liczb# parkieta-

"y p&øforemnych regularnych, jednak nie jest to dow&d 

elementarny ± tak wi#c po!prostu om&wimy wszystkie 

typy takich parkieta"y. Zanim jednak to zrobimy, po-

pro'my uczni&w, aby za!pomoc$ klock&w lub innych 

modeli wielok$t&w foremnych spr&bowali zbudowa( 

parkieta" p&øforemny regularny.

Mo"e powsta( na!przykøad taki fragment parkieta"u 

p&øforemnego regularnego )ryc. 7*:

�S���7�^�²�����������5�F�W�P�N�J�Y�F	’���Y�^�U�Z���
����������������������������

Mamy pi#( r&"nych typ&w parkieta"y p&øforemnych 

regularnych, w!kt&rego wierzchoøku znajduj$ si# jedy-

nie sze'ciok$ty foremne, tr&jk$ty r&wnoboczne lub 

kwadraty )wskazuj# je w!tym miejscu, gdy" zwykle ta-

kie wielok$ty foremne znajdziemy w!gotowych zesta-

wach*. Uczniowie dysponuj$cy klockami powinni doj'( 

do!powy"szego wniosku metod$ pr&b i!bø#d&w.

S$ to parkieta"e p&øforemne regularne jak na ryc.!8±10 

oraz parkieta"e p&øforemne regularne, skøadaj$ce si# 

z!kwadrat&w i!tr&jk$t&w r&wnobocznych )ryc. 11, 12*.
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Opr&cz powy"szych istniej$ jeszcze trzy typy parkie-

ta"y p&øforemnych regularnych, skupiaj$cych wok&ø 

wierzchoøka trzy wielok$ty )ryc. 13, 14*.

Parkieta", kt&ry skøada si# z!wielok$t&w foremnych, ale 

uøo"enie •gur lub same •gury w!wierzchoøkach s$ r&"-

ne, nazywamy p&øforemnym nieregularnym )ryc. 17*. 

'()* "&(+#'45-.)"/0,#
0 ")"67!()0,

•wiczenie 5

Uzasadnij, "e!przedstawione parkieta"e s$ parkieta"a-

mi p&øforemnymi nieregularnymi  )ryc. 15, 16*.

�S���7�^�²�����������5�F�W�P�N�J�Y�F	’���Y�^�¶�Z���
�����������������������S���7�^�²�������������5�F�W�P�N�J�Y�F	’���Y�^�U�Z���
�����������������������������S Ryc. 10.  �5�F�W�P�N�J�Y�F	’���Y�^�U�Z���
����������������������

�S Ryc. 11. �5�F�W�P�N�J�Y�F	’���Y�^�U�Z���
���������������������������� �S Ryc. 12. �5�F�W�P�N�J�Y�F	’���Y�^�U�Z���
����������������������������

�S Ryc. 13.  �5�F�W�P�N�J�Y�F	’���Y�^�U�Z���
���������������� �S Ryc. 14.  �5�F�W�P�N�J�Y�F	’���Y�^�U�Z �
��������������������

�W���7�^�H��������

�W���7�^�H��������
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domow$ mo"emy zada( uczniom wykonanie zdj#cia 

parkieta"u w!"yciu codziennym )niekoniecznie forem-

nego lub p&øforemnego*. W!moim przypadku powstaøa 

caøkiem øadna galeria, kt&ra ozdobiøa p&/niej korytarz 

podczas szkolnego 'wi#ta matematyki. W!ten spos&b 

pokazujemy uczniom, "e!matematyka mo"e by( inte-

resuj$ca i!øadna.

�S���7�^�H��������������P�F�W�P�N�J�Y�F	’���U	��‘�K�T�W�J�R�S�^���S�N�J�W�J�L�Z�Q�F�W�S�^

Wiemy ju", jak sprawdzi(, czy w!wierzchoøku mog$ 

wyst#powa( dane wielok$ty foremne, a!tak"e potra•-

my sklasy•kowa( parkieta"e zbudowane z!wielok$t&w 

foremnych. Posu%my si# w!naszych rozwa"aniach da-

lej. Zastan&wmy si#, czy je'li dane wielok$ty foremne 

wypeøni$ nam przestrze% wok&ø wierzchoøka, to uzu-

peøniaj$c taki ukøad o!kolejne wielok$ty, zawsze otrzy-

mamy parkieta" foremny lub p&øforemny.

We/my wierzchoøek, w!kt&rym skupiaj$ si# tr&jk$t 

r&wnoboczny, dziesi#ciok$t foremny i!pi#tnastok$t fo-

remny. Taki wierzchoøek istnieje, bo 60+ H 144+ H 156+ 

> 360+ )ryc. 18*.

Na gra•ce wierzchoøek ten zostaø oznaczony przez B. 

Spr&bujmy uzupeøni( wierzchoøek A!o!wielok$t fo-

remny. Do!wypeønienia pozostaje nam k$t 144+. Je"eli 

przeanalizujemy tabel# warto'ci k$t&w w!wielok$tach 

foremnych, zauwa"ymy, "e!"adna kombinacja wielo-

k$t&w foremnych ± poza dziesi#ciok$tem foremnym ± 

nie wypeøni szczelnie wierzchoøka A.!Wstawmy wi#c 

dziesi#ciok$t foremny.

Wypeønili'my A, ale do!wypeønienia pozostaø jeszcze 

wierzchoøek P.!Widzimy, "e!k$t, kt&ry pozostaø, ma bar-

dzo maø$ miar# )dokøadniej 360+ I 144+ I 144+ I 60+ 

> 12+* i!nie zdoøamy wypeøni( go za!pomoc$ wielok$-

ta foremnego.

Jest to przykøad na!to, "e!wypeønienie jednego wierz-

choøka parkieta"u przez wielok$ty foremne nie da-

je nam gwarancji, "e!b#dzie to parkieta" foremny lub 

p&øforemny.

•wiczenie 6

Wyka", "e!istniej$ wierzchoøki podanych typ&w wy-

peønione wielok$tami foremnymi, ale parkieta" z!nich 

utworzony nie b#dzie p&øforemny.

a* )5, 5, 10*

b* )3, 9, 18*

c* )3, 7, 42* 

Dokonali'my klasy•kacji parkieta"y skøadaj$cych si# 

z!wielok$t&w foremnych i!om&wili'my podstawowe 

wøasno'ci k$t&w w!wielok$tach foremnych. Jako prac# 

&'!M()&(*+,(!"-./0+/1-234(#$530(2(
K7%D5()'7,7!(),$/5,'5!LM5%:0+4,)0$%0'P+/,+375%$/3'

ND<!5%4),$/5,<':LO%079$!$->'Q!D$/,$%09(!'<!)0<!),(%' '

:L 04.390'O/(*;'5+LR':LS%T4(D'S!/3:%0$(%<>'U/0$/3/5 !:$!'

.37+#$/5%(*:'73L(4/)!;$05%!'32*95023':L/!(+04%0'<!) 0<!),(%>

�S���7�^�H��������
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